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Vorwort. 


Ueber den Zweck dieser Abhandlung giebt die Einleitung die nöthige 
Auskunft Es mögen deshalb hier nur einige Worte über die Darstellungs- 
weise vorausgeschiekt werden. Da der Verfasser naturgemiifs den Wunsch 
hegt, recht viele Leser zu finden, so hat er betrüchtliche Mühe darauf ver- 
wendet, die Entwicklung und den Bau der Gleichungen so übersichtlich, 
einfach und regelmüfsig zu gestalten, wie nur irgend möglich. Dazu be- 
durfte es der Anwendung einer Reihe abkürzender Bezeichnungen. Die be- 
treffenden Buchstaben sind an der Stelle, wo sie zuerst auftreten, stets durch 
fetteren Druck hervorgehoben und bei passender Gelegenheit wiederholt er- 
klürt. Die Gleichungen sind in ausgiebiger Weise mit Nummern versehen, 
so dafs alle Bezugnahmen mit voller Bestimmtheit bewirkt werden konnten. 
Ferner ist darauf Gewicht gelegt, auch den Formelsatz möglichst regelmälsig 
aufzubauen, da das bei sorgloser Anordnung entstehende wirre Durcheinander 
lüngerer, dicht aufeinander folgender Formeln den Ueberblick sehr erschwert 
und vom Lesen absehreckt. Die Entwicklungen durch Weglassen einer 
größeren Zahl von Zwischengleichungen zu kürzen, ist ein Mittel, das zwar 
den Schein einer eleganten Einfachheit erwecken kann, das aber oft mehr 
schadet als nützt, da der Leser das Gestrichene selbst wieder herstellen muls, 
wenn er den Faden der Rechnung genauer verfolgen will Ich habe daher 
so viel beibehalten, wie der von der Verlagshandlung bewilligte Raum er- 
laubte. Für das hierbei, sowie auch in der Ausstattung des Schriftchens 
mit Abbildungen mir bewiesene Entgegenkommen sage ich derselben an 
dieser Stelle meinen besten Dank. 


Berlin, im Mai 1896. 
Zimmermann. 
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Hinleitung. 


Die Frage, welehen Einflufs der Umstand auf die Formünderung und 
Beanspruchung eines Brückenträgers ausübt, dafs die Lasten nicht auf dem 
Träger ruhen, wie es die statische Berechnung stillschweigend voraussetzt, 
sondern ihn mit einer endlichen, bei Eisenbahnbrücken sehr bedeutenden 
Geschwindigkeit überschreiten, hat die Fachleute schon viel beschäftigt, 
Soweit dieser Einflufs aus den Unregelmiifsigkeiten der Bahn oder der Last- 
bewegung entspringt, ist eine rechnerische Ermittlung natürlich nicht möglich. 
Man hat sich hier durch Einführung von mehr oder minder willkürlichen 
Coefficienten geholfen, die entweder auf eine Erhöhung der rechnungsmälsigen 
Ruhelast oder auf eine Verminderung der zugelassenen Beanspruchung hinaus- 
laufen. Aufser den unregelmiifsigen bestehen aber auch regelmiülsige Wir- 
kungen der Geschwindigkeit. Der Träger ändert seine Form unter der Last, 
diese beschreibt also bei ihrer Fahrt keine gerade Linie, selbst wenn die 
Bahn ursprünglich vollkommen gerade und zwangläufig, die Bewegung des 
Lastpunktes beim Auftritt parallel zur Bahnachse und das — im allgemeinen 
veründerliche — Lastsystem frei von störenden, gegenseitigen Bewegungen 
seiner Theile ist. Die Bewegung eines Körpers in gekrümmter Bahn ist 
aber bekanntlich mit dem Auftreten eines Druckes, der Fliehkraft, verknüpft, 
dessen Grüfse nicht von dem Gewichte, sondern von der Masse der bewegten 
Last sowie von deren Geschwindigkeit abhängt. Der Druck, den die Last 
als solehe auf den Trüger ausübt, wird also beeinflufst durch die Biegung 
des letzteren und durch die Fahrgesehwindigkeit, und dieser Druck beein- 
flufst seinerseits wieder die Durchbiegung des Trügers und damit die Form 
der Bahn. So verwickelt nun auch das Gesetz der gegenseitigen Abhüngig- 
keit dieser Grófsen sein mag, so ist doch klar, dafs dasselbe einer rech- 
nerischen Untersuchung zugänglich sein mufs. In der That besitzen wir eine 
Reihe von Arbeiten über diese Frage, die zum Theil von namhaften Fach- 
leuten herrühren; sie streng und erschópfend zu beantworten, ist bisher jedoch 
nicht geglückt. Abgesehen von einigen ganz verfehlten Versuchen und groben 
Irrthümern (wie z. B. der Verwechslung der vorerwühnten Bahn mit der 
elastischen Linie des Trügers) ist die Lüsung meist daran gescheitert, dafs 

Zimmermann, Schwingungen, 1 


2 


sich die Forscher durch die mathematische Schwierigkeit des Falles zu ver- 
cinfachenden Annahmen haben drängen lassen, die entweder der Wirklichkeit 
nicht entsprachen oder gerade das als bekannt voraussetzten, was erst bewiesen 
werden sollte. " 

Einer derer, die sich am eingehendsten mit der Aufgabe befafst und 
solche willkürliche Annahmen zu vermeiden gesucht haben, ist der französische 
Ingenieur Souleyre. Aber auch dieser gewandte Rechner hat in seiner 
grofsen Abhandlung Nebenwege eingeschlagen, die zu einer befriedigenden 
Lösung nicht führen und dabei keineswegs einfach sind.!) Der Grund, den 
er dafür angiebt, ist so bemerkenswerth, dafs wir ihn wörtlich wiedergeben 
möchten, Nachdem er dargelegt, warum die Untersuchungen seiner Vorgänger 
keinen Erfolg hatten, führt er fort: „La question est done loin d'étre ópuisée; 
mais tout effort à tenter dans la voie de integration des équations differen- 
tielles nous parait d'avance condamné à la stérilitó,^ Es ist also dio Schwie- 
rigkeit der Integration der in Betracht kommenden Differentialgleichung, die 
Souleyre von dem geraden Wege abgeschreckt hat. Allerdings gehürt diese 
Gleichung selbst für den einfachsten Fall eines gewichtlos gedachten Trügers 
mit überall gleichem Querschnitt auf nur zwei starren Stützen und mit einer 
unveränderlichen Einzellast zu einer Gattung, deren allgemeines Intregal 
bisher nicht bekannt war. Trotzdem ist Schreiber dieser Zeilen stets der 
Ueberzeugung gewesen, dafs gerade die — wenn auch nur näherungsweise — 
Integration einer strengen Grundgleichung am besten geeignet sein würde, 
der Unsicherheit auf diesem Gebiete ein Ende zu machen. Wie grofs letztere 
ist, und wie weit die Ansichten über den Einflufs der Geschwindigkeit auf 
die Durchbiegung eiserner Briickentriiger auseinander gehen, lehren zahlreiche 
Mittheilungen und Erórterungen in der Fachpresse, von denen hier nur auf 
die in den letzten Jahrgüngen des Centralbl. d. Bauverw. enthaltenen hinge- 
wiesen werden möge.) Die Bemühungen in der angedeuteten Richtung 
hatten den Erfolg, dafs das allgemeine Intregal für den bezeichneten Fall 


1) Annales des Ponts et Chausséos 1880, II, S. 341 bis 441. 

2) Centralbl. d. Bauverw, 1890, 8. 317; 1891, S. 448; 1892, 8, 159, 190, 215; 1805, 
В. 474. — Die Erörterungen im Jahrg. 1892 beziehen sich auf einige Abhandlungen von 
Glausor. Es scheint, dafs dio an denselben geübte Kritik die im Jahre 1804 auf S, 56 
und 59 von Glasers Annalen für Gewerbe und Bauwesen erschionene, sehr bemerkensworthe 
Arbeit angeregt hat, in der Glauser mittels einer nüherungsweisen Integration der vom 
Schreiber dieser Zeilen auf S. 215 dos Centralbl. d. Bauverw. für 1892 abgeleiteten Differen- 
tialgleichung zum orstenmalo ziemlich richtige Ergebnisse bringt, Die Lösung ist jedoch 
unvollkommen, da die angewandte Entwicklung nach einer Potenzreihe für einen Theil des 
Toiture versagt und überdies das oigontlicho Bewegungsgesetz im dunkeln lbs. — Das all- 
gemeine Integral der Differentialgleichung war mir schon im Jahre 1892 bekannt, Die 
Veröffentlichung ist bisher unterbliobon, weil es wünschenswerth schien, nicht nur die 
Möglichkeit der Integration nachzuweisen, sondern auch gleich ein praktisch brauchbares 
Rochnungsverfahron auszubilden und dasselbe auf eine Reihe von Beispielen anzuwenden. 
Hierzu war ein nicht unbetrüchtlicher Aufwand an Arbeit und Zeit erforderlich, wodurch sich 
die Vorbereitung für den Druck lange verzögert hat. 
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gefunden wurde, Wie zu erwarten war, zeigte sieh, dafs dasselbe die Bahn 
des Lastpunktes nicht nur für die der regelmiifsigon Einwirkung der Schwere 
und des Federdruckes unterworfene, sondern auch für die beliebigen, stó- 
renden Einflüssen ausgesetzte Masse ergab, d. h. dafs die Lösung das allge- 
meine Gesetz mit umschloss, nach dem die Schwingungen eines Trägers 
unter gleichmiifsig fortschreitender Last, also и. B. auch die Seitenschwan- 
kungen, vor sieh gehen, Wenn auch nach letzterer Richtung die Schwie- 
tigkeit einer zahlenmüfsigen Darstellung des ganzen Vorganges deswegen 
bestehen bleibt, weil die störenden Einflüsse meist nach Art und Grüsse 
weder bekannt sind, noch auch theoretiseh gefunden werden kónnen, so 
dürfte doch die Annehmlichkeit nicht zu unterschiitzon sein, welche die 
Kenntnifs des Schwingungsgesetzes in vielen Beziehungen bietet. 

Schliefslich erscheint bemerkenswerth, dafs das hier angewandte und 
nunmehr vorzuführende Integrationsverfahren auch dann noch eine Lösung 
ergiebt, wenn die auf die bewegte Masse wirkende Kraft nicht unveründer- 
lich, sondern eine Function der Laststellung ist. Dieser Umstand eröffnet 
die Möglichkeit, den Einflufs der Veründerliehkeit des Federdruckos wenig- 
stens näherungsweise zu ermitteln. 


$ 1. Differentialgleichung der Bahn der bewegten Masse. 

Ein gerader, biegsamer Stab von überall gleichem Querschnitte mit dem 
Trügheitsmoment J, dem Elastieitiitsmafs 22 und der Länge 27 ruhe auf zwei 
starren Stützen. Ein im Abstande æ von der Mitte auf den Stab ausgeübter 
Druck erzeugt dort eine Durchbiegung y, die sich (vorausgesetzt, dafs die 
Kraftebene den Querschnitt in einer Hauptachse schneidet, und dafs J das zur 
anderen Hauptachse gehörige Trügheitsmoment ist) aus der bekannten Gleichung 


Qu zy gy 
1) » - sr (1-1) (11) 
ergiobt,%) Denkt man sich den Angriffspunkt des Druckes allmählich über 
den ganzen Stab verschoben, so beschreibt er eine Curve, deren Form 
durch 1) bestimmt ist. Bei unveründerlichem © hüngt der Verlauf der 
Curve lediglich von den beiden Klammerausdrücken ub; sie hat dann die 
durch nebenstehende Abb. 1 veranschaulichte Gestalt. Wenn es sich um die 
Bewegung einer: Masse Р 
handelt, ist die Unveriinder- — 
lichkeit von Qim allgemeinen 
nur bei sehr kleinen Geschwin- 
digkeiten annühernd vorhan- 
den. Demgemäls bezeichnet 
man die in Abb, 1 dargestellte Linie als Curve der Senkungen für ruhende 
Last Welche Form die Curve bei grófseren Geschwindigkeiten annimmt, 
das zu ermitteln ist der Zweck der vorliegenden Untersuchung. 


Abb. 1. 


3 Siehe des Ingeniours Taschenbuch ,Hütto*, 1800, Abth. І, S. 203. 
1* 


Fino Masse m (Abb. 2) bewege sich unter dem Einfluss der loth- 
rechten Kraft V in einer beliebigen Bahn, die in irgend einem Punkte z, y 
unter dem Winkel » gegen die Wagerechte 
geneigt ist und dort den Krümmungs- 
halbmesser 7 besitzt. V lüfst sich ersetzen 
durch die Seitenkrüfte ZV sin > in der 
Richtung der Bahn und N= V сов v recht- 
winklig dazu. Dann mufs bekanntlich, 
wenn sonstige Einwirkungen auf m nieht 
vorhanden sind, die sogenannte Fliehkraft 
von m der Kraft N entgegengesetzt gleich 
sein. Ist v die Geschwindigkeit in der 
Richtung von 7, und e die entsprechende 
wagerechte Geschwindigkeit, wonach also v =c: cos », во ergiebt sich 


Abb. 2. 


т" тс? 
N= V cosy = E CE 


H 
so erhält man V= me? Se, also unabhüngig von der Neigung v der Bahn. 


de 
Diese Gleichung ergiebt die auf m einwirkende Kraft V in dem Sinne von 
+ y (also nach unten) positiv, wenn die Bahn in derselben Richtung hohl 
gekrümmt ist. Rechnet man die Kraft, die m der Einwirkung von aufsen 
entgegensetzt, ebenfalls naeh unten (im Sinne einer Lastvermehrung) 
positiv, so ist diese Gegenkraft = V zu setzen. 

Unter der stets erfüllten (der gesamten Elasticitiitslehre zu Grunde 
liegenden) Annahme, dafs die Formünderungen des Stabes so klein seien, 
dafs die Tangente des Neigungswinkels der elastischen Linie überall gegen 
die Einheit vernachlässigt werden darf, und unter der Voraussetzung, dafs 
die Riehtung des Führungsdrueks nur sehr wenig von dem rechten Winkel 
gegen die Stabachse abweichen könne, lüfst sich die vorstehende Entwicklung 
ohne weiteres auf unseren Fall anwenden, und zwar, was bemorkenswerth 
ist, nieht etwa nur dann, wenn der Winkel zwischen der von dem Last- 
punkte beschriebenen Bahn und der Stabachse klein ist, sondern auch. bei 
beliebig stark geneigter Bahn. Nehmen wir nun noch an, dafs aufser dem 
von der Masse m, der Gesehwindigkeit e und der Krümmung der Bahn 
abhängigen (vorläufig unbekannten) Druck V, auf die bewegte Masse und 
dureh deren Vermittlung auch auf den sie tragenden Stab eine beliebige 
lothrechto Kraft P (z. B. Schwerkraft + Federdruck) einwirke, so ergiebt sich 
Фу 


0- Р- V= P— те da 
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Führen wir diesen Werth von Q in die Gleichung 1) ein, so erhalten 
wir nach einigen Umformungen als Differentialgleichung der von der 
Masse m beschriebenen Bahn: 

b 

ds B ome? [Y — (2/0? mc? 
Wir setzen zur Vereinfachung der Schreibweise fortan аз: 1= s und be- 
halten im Auge, dafs š ein zwischen — 1 und +1 liegender echter 
Bruch ist Bezeichnet ferner Є das Gewicht der Masse m und g die 
Beschleunigung der Schwere, so geht Gleichung 2% mit dz? = 24 und 
m= G:g über in 

dy 6ЕЈ yl Y P gt 

de ап а (1-5: Oe 
Es empfiehlt sich, die Bedeutung der einzelnen Ausdrücke etwas näher 
zu prüfen. Mit z-0 und Q= G ergiebt sich aus Gleichung 1) für dio 
Senkung Yo, die die Masse m erleiden würde, wenn sie in der Mitte des 
betrachteten Stabes ruhte (e= 0), der Werth y= 012: 6 E.J. 

Ferner ist sl % dio Zeit, die die Masse gebrauchen würde, um die 
Länge / mit der Geschwindigkeit с zu durchlaufen. Bezeichnet man die 
Höhe, die die Masse in derselben Zeit frei durchfallen würde, mit h, so 
ist 2 =yt=gl':0%. Hiernach kann die Gleichung 2") in der Form 

dy , 2h Y Р, 
Ти c 


2") 


2») 


2h=0 
geschrieben werden, 

Wir wollen nun die Fallhóhe 2% als Mafs für y benutzen und den mit 
dieser Einheit gemefsenen Werth mit y bezeichnen, sodafs also 

2, 
1-7, Sé š 

Theilt man die vorhergehende Gleichung durch 2% (was zulässig, во 
lange nieht e unendlich grofs ist), so ergiebt sich 
F 
ар тур G 
Setzen wir zur weiteren Vereinfachung 


und а?у = 


29 


0. 


Bo 
3) M dy =< und +=, 
CRT 


dann sind « und 0 Festwerthe, wenn P und e, wie dies nunmehr geschehen 
soll, als unveränderlich angenommen werden.) Damit lautet dio den Gegen- 


4) Es möge hier die Bemerkung Platz finden, dafs das weiterhin angewandte Into- 
grationsverfahren auch dann zum Zielo führt, wenn A nicht unveründerlich, sondern eine 
beliebige Function von $ ist. Man hat dann nur Á unter, statt vor das Integralzeichen zu 
setzen. 


6 
stand der weiteren Untersuchung bildende Differentialgleichung in übersicht- 
lichster Form 


а? а 
4) E + THE =e 
Der Vollständigkeit wegen wiederholen wir noch die für die Veränder- 
lichen E und y bestimmenden Gleichungen 


‚ ж u 
45) pu T; паў 25217 Sayo 
Aus 3) und 4%) lüfst sich dann die Bedeutung aller in der Grund- 
gleichung 4) auftretenden Grúfsen bequem übersehen 5). 


$2. Allgemeine Integration der Differentialgleichung. 


Um die Gleichung 4) zu integriren, setzen wir zunächst 


5) LES ARE wo x und U vorläufig unbekannte Funktionen von š. 
Dann ist 
вр dl and (eer) 
dën (dis o 4,10 vit 
a= (an +20 E +E +аш)е 


Führt man diese Werthe in 4) ein, во kommt 
dër ,dx dU a — fuat 
9 са W-L tt - z 
te) 
Das zweite Glied der linken Seite ergiebt durch Integriren nach Theilen 


dx 2 2240 
Bq 20s forges: 


Hiermit liefert die vorhergehende Gleichung bei einmaligem Integriren 
dx | on, dU MARC " г м 
6) + 20 (f tot аса) afe d£ 4- G. 
Es soll nun. geprüft werden, ob sich die bisher willkürliche Funktion (7 
so bestimmen lülst, dafs der unter dem Integral der linken Seite stehende 
Klammorausdruck Null wird. Zu diesem Zwecke ist die Húlfsgloichung 


au a 
dE == 
zu intogriren. Wir by | ü 9945 gen 
1) Um (ESCH Dann wird ЗЕ He 


Hiermit lüfst sich die Hülfsgleiehung auf eine Form bringen, die in 
der That mittels eines kleinen Kunstgriffes integrirt werden kann. Man 


Ë du u*—2£u a 
erhält nämlich SE =S IZE 


5) Das Finprigen der Bezeichnungen dürfte dureh die Bemerkung erleichtert. werden, 
dafs die gricohischon Buchstaben überall Vorhältnifszahlen (Dimension Null) bezeichnen. 


Fügt man hierzu 


Ë 
ан. = 
du  (u—¿ | a— 8. 
so kommt т=н 1-Е 
Ersetzt man hierin м durch eine neue Veränderliche gemäls 
8) u—¿=q, und du:d£ —1 =dq:dé, 
so folgt - в 1 
a—1 
1-8 
9) oder NM dë 


sodafs nunmehr die Veründerlichen getrennt sind. 


Die weitere Rechnung 


hüngt davon ab, welchen Werth « hat. Wir nehmen zuniichst an, « sei 


grófser oder kleiner als 1. 


Da negative Werthe nach 3) überhaupt ausge- 


schlossen sind, so bleibt dann nur noch der Fall а == 1 zu untersuchen. 


У азі. 
10) Gesetzt: Va — 128. 
Die Gleiehung 9) liefert 
i arotg = но Ë, 
woraus folgt: 
q == ktang (kArttg 5). 


П) аі. 
10) Vl-a=t. 
Die Gleichung 9) liefert 
= t Arttg 1 Artig š, 
woraus folgt: 
Tang (— t Arktg E). 


Mit Rücksicht auf die Gleichungen 7) und 8) wird also 


y k tg (k Arkig E) + š Tg (— k Arkig ë) + E 
11) UF AA U- SHEET? 
Es werde nun zur Vereinfaehung gesetzt 
12) Жї š = 0, 
|. ici dw 
also 1-5 - di 
Dann wird š ? 3 
dw £ [Л E 
— kigki = Ze ——figtw F 
U kw TE + IB U 70 7% eer 


[vas- — Ig cos kw — д lg(1— 85) 


Hiermit ergiebt sich 


JE ыы 
coskw-V1— 8 
also naeh 5): 
1377 


cos kw. 


„Гоа = Eee en 


Hiermit ergiebt sich 

ў fur _ асаб, i 
Cojtro- Y 1—5* 

also nach 5): ` 


Mes 


Bee 
Cojtw-V1— E" 


Es ist jetzt nur noch der Werth von * zu ermitteln. Da U so be- 
stimmt wurde, dafs der unter dem Integral der linken Seite von 6) stehende 
Klammerausdruck und damit dieses Integral selbst verschwindet, und da 
ferner U nach 11) eine Function nur von & ist, so bildet 6) eine lineare 
Differentialgleiehung erster Ordnung für z, deren Integral sofort angegeben 
werden kann. Dabei ist es nicht erforderlich, die beiden vorstehend ge- 
trennt behandelten Fälle noch weiter einzeln fortzuführen, da aus den bis- 
herigen Ergebnissen schon folgt, dafs sich dieselben — von den Beiwerthen £ 
und f abgesehen — nur dadurch unterscheiden, dafs im Fall & > 1 die Kreis- 
functionen, im Fall «<1 die gleichnamigen Hyperbelfunctionen auf- 
treten. Für den ersteren Fall findet man aus 6): 


a 42Ux = 0, + ш Q+ ef cos .I 05 
£= De Lë (a T [^^ (aal cos kw- Y 1- Pajas] 


3 d 0 eos kw У1-- Ed e 
M LO TES Ee 3 ` tg kw 8 
сов? kw (1 — #2) (a + k ig ber A сов lao (1— 8) % | 
Die Einführung dieses Werthes in 13) ergiebt für 
«1 
e tw УГ (feos kw уа „ 
y= cos kw I — E [o + nl гар ооо (i-) ^| 


und für æ< 1 


0 (EE 
= Gof ү E [a + t Gg te +8 [LL Bis: pd as]. 


Diese Ausdrücke lassen sich noch auf eine regelmälsigere und zugleich 
einfachere Form bringen, indem man das Doppelintegral durch Integriren nach 
Theilen entfernt. Da nämlich — * 

J eos kw Y1— Has Em N 
00871 — Ei dš x L (gi eos kw - Y 1— ds — ETE yi— d, 
so ergiebt sich mit anderer Bezeichnung der Integrationsfestwerthe als Glei- 
chung der Bahn für 
«>l und k=Ya—1: 
14) у=ү—Ё [К kw + А, coskw + id g (sin kw fos kw A — Ваў 
EE fo (ES a5] 
und für a <1 und f=Vl—a: 


14) y= UE [4 Sin tw + 4, Cof tee + 7 (Sin ie fof tw YI Has 
IE SE — 65] te ſente yi— Ba), 
worin nach 12) w=%rftg£, und а und В durch Gleichung 3) bestimmt sind. 
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Es ist noch zu ermitteln, wie sich die Gleichung der Bahn gestaltet, 


wenn Ш) a=1 ist. 
Hiermit geht 9) über in 
ССИ 
7 1—Ё' 
woraus leicht — + = rita ë folgt An Stelle von 11) tritt 
1 
п. grt 
- 1—5 
Benutzt man wieder die Abkürzung 12), so wird 
p 1 dw E 
w di 1—P 
also / "Tas =—lgw — ы lg (1—5) 
1 
le D 
Hiernach ist Jag ri Zei: 
Së w y = 


Diese Gleichungen unterscheiden sich von den früher für & = gefun- 
denen nur dadurch, dafs 1 und —1:w an Stelle von 4; und tgkw in U, 
sowie w an Stolle von coskw im Integral von U erscheinen. Dieselbe Aen- 
derung tritt, wie leicht nachzuweisen, in der oben ausgeführten Berechnung 
von x und daher auch in der Gleichung für y ein. Man findet demgemiils 

4 d ar 
НЕ 

Die rechte Seite läfst sich durch Integriren nach Theilen in ganz ähn- 
licher Weise von dem Doppelintegral befreien, wie früher. Es wird also 
für а 1. 

140) ДС [Aw + 4, + Ве Гут e E d).*) 


$3. Eigenschaften der Stammgleichung. Rechnungsprobe. 


Ueberblickt man nun die drei Gleichungen 14), so zeigt sich zwischen 
ihnen — wie zu erwarten — eine nahe Verwandtschaft. Berücksichtigt man 
nämlich, dafs / = if ist, und führt man letzteren Werth in Gleichung 14!) 
ein, so nimmt sie wegen 

sinifw = Sin fw und cos ¿tw = (бој fw 
eine Form an, die sich von der der Gleichung 14") nur dadurch unter- 
seheidet, dafs 4,7 an Stelle von A, getreten ist Da aber dieser Integra- 


6) Das erste Integral lüfst sich ohne weiteres auswerthen. Es ist 
SV di (een РУ), 
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tionsfestwerth an sich willkürlich ist, so stimmen die beiden Gleichungen 
vollkommen überein und kann die eine die andere ersetzen. Nühert sich 
ferner in 14!) die Grifse k der Null, so nähert sich für alle endlichen Werthe 
— — — sinkw der Grenze kw und coskw der Grenze 1. 

Damit geht die Gleichung 141) in 14?) über; die letztere kann also 
ebenfalls durch die erstere ersetzt werden. Die drei Gleichungen lassen sich 
in eine zusammenfassen, wenn man für die mit A, und A, multiplicirten 
Ausdrücke und die Werthe k, k und 1 eine gemeinschaftliche Bezeichnung 
einführt. Wir setzen zu diesem Zwecke, wenn nach 3) 


азі a=1 а<1 ist, 
т -s Lin kw; 11—80; 1 Sin ho; 
15) m I cose, yl—B ; ү1— Gof tw; 


y=Va—1 =k; 1 ; I t, 
worin überall nach 4%) E = 2:1 und nach 12) w = Arltg 5, 
Damit ergiebt sich für die drei Gleichungen 14) die gemeinsame Form 
16) y =A mh + As т +£( Vi ſuds LI Juas) 
Durch einmaliges Differenziren nach š folgt hieraus 
dy _ 4 4% dy , B(dm f, ag — h 
m A - T a (A Jud -fh aš), 


Durch nochmaliges Differenziren nach E ergiobt sich 


а: a a din, р ат, y 
18) E = А T +4, dÉ n: Р (ae fx dë: 4 m di 


m E Mus T 11 ) 

Diese Gleichungen sollen nun zunächst zur Anstellung einer Rechen- 
probe benutzt werden, die dem Leser die Gewifsheit geben wird, dafs bei 
den bisherigen, nieht ganz einfachen Entwicklungen kein Fehler begangen 
worden ist, und die aufserdem geeignet erscheint, den Zusammenhang zwischen 
der Differentialgleichung 4) und ihren Stammgleichungen in ein helleres Licht 
zu rücken, sowie für die weiteren Rechnungen als bequeme Grundlage zu 
dienen. 

Mit Benutzung der Beziehungen 


GO koos hw Ses es - ksin be: 


dš 
cl ш GK: = t Sin tw E; 
dw 1  ,dyi-B E 


dën, Іра р LP 
ergiebt sich gemiifs 15) 


di 3 "eg 
19) rx IBM + TR Ya für a beliebig; 
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ferner a 
р dy š - = 
20) E —i-B^t en то» 9 21. 
E 
und =— E не з @=1. 
Mit Hülfe der weiteren Gleichungen 
a E DE Ê 
EI GECKEN 


folgt durch nochmaliges Differenziren aus 19) für & 221: 


duy à +5 27 
a RE 
Es E 
"neen qot 


INN id 75 
tr 
Wenn «= ist, füllt das erste Glied der letzten Zeile fort. Es wird 
also mit Rücksicht auf die dureh 15) gegebene Bestimmung der Werthe von 
7 für beliebige Werthe von a: 


a sine 
2 dh-- qp 
Ferner findet man für а = 1: 
di, l4 š 275 
dg а-а T ape 


it 59 
* E h + үү ai 


baie 
Fa pui qe 
Wenn a= 1 ist, fallen alle Glieder e doppeltem Vorzeichen fort. 
Mithin wird für beliebige Werthe von а: 


22) P «^u Zeg Ne 
Aus 19) und 20) folgt noch 
23) u = Tg für az 1 
und = Wü a @=1, 
also = ў „ а beliebig, 


wie sich leicht ergiebt, wenn man für 7, und 7, ihre Werthe aus 15) 
einsetzt. 

Mit Benutzung von 21), 22) und 23) geht nun die Gleichung 18) in 
dio Form 


de 
= Uc [an + 4 + TAN +8 
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über. Da aber nach 16) der Ausdruck in der eckigen Klammer=g ist, so 
ergiebt sich 

Ca ыш! + in Uebereinstimmung mit 4 

ae eet! bares 

Die Gleichung 16) stellt mithin richtig ein Integral jener Differential- 
gleichung zweiter Ordnung dar, und da sie zwei willkürliche Festwerthe ent- 
hült, so liefert sie das allgemeine Integral. 

Vielleicht kónnte bei manchem Leser der Umstand Anstofs erregen, 
dafs die gefundene Stammgleichung noch zwei Quadraturen verlangt, durch 
deren Ausführung zwei weitere willkürliche Festwerthe in die Gleichung ge- 
langen miifsten, sodafs deren eine Ueberzahl vorhanden wäre. Dies Be- 
denken erkennt man aber sofort als hinfällig, wenn man die Gleichung 16) 
auf die Form 


24) i= (4. Ë Ë aa) m+ (4 = z J һа) D 


bringt, die zeigt, dafs die schon vorhandenen willkürliehen Grófsen zugleich 
die Rolle der dureh die beiden noeh auszuführenden Quadraturen erforderten 
Festwerthe spielen. Die Stammgleichung enthiilt mithin in der That — wie 
es sein mufs — nur zwei von einander unabhüngige willkürliche Festwerthe. 
Da jene Quadraturen sieh leider nicht dureh eine Integration in geschlossener 
Form bewerkstelligen lassen, so werden wir weiterhin ein anderes gecignetes 
Verfahren dafür entwickeln. 

Es erübrigt hier nur noch, einige Worte bezüglich der Vorzeichen der 
Wurzelgrüfsen y und V1—£* zu sagen. Bisher sind diese Wurzeln still- 
schweigend als positiv angenommen worden. Wählt man statt dessen zunächst 
y negativ, so ündert sich nach 15) nur das Vorzeichen von 7, und damit 
auch das des ersten Gliedes der rechten Seite von 16), während alle übrigen 
Glieder offenbar ihr Vorzeichen behalten. Da nun aber das erste Glied mit 
dem willkürlichen Factor A, behaftet ist, an dessen Stelle auch — 4; gesetzt 
werden kann, so ist die Aenderung des Zeichens von z überhaupt ohne 
Kinflufs. Nimmt man anderseits VÎ —2? mit negativem Vorzeichen, so 
ändert sich nach 15) auch das von y, und z, In Gleichung 16) werden 
dann die beiden ersten Glieder der rechten Seite negativ, während der 
Klammerausdruck ungeändert bleibt. Wegen der Willkürlichkeit von A, und 
A, greift dann aber dieselbe Erwägung Platz, wie vorher, womit bewiesen 
ist, dafs auch die zweite Wurzelgrófse mit beliebigem Vorzeichen in Rechnung 
gestellt werden darf. 


S 4. Darstellung der Grüfsen 7, und » für «51. 


Für die weitere Behandlung der Gleichung 16) oder der gleichwerthi- 
gen 24) ist eine Untersuchung der Functionen 7, und 7, sehr fórder- 
lich. Obgleich sich eine solche auch auf dem analytischen Wege leicht 
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durehführen lassen würde, ziehen wir doch die geometrische Betrachtungs- 
weise vor, da diese den Vortheil grüfserer Anschaulichkeit bietet und die 
Frage nach der Auswerthbarkeit der 
in jenen Gleichungen noch vorhande- 
nen Integrale bequem zu entscheiden 
gestattet, 

Bezieht man die Größen £, 7, 
und 7, auf ein rechtwinkliges Achsen- 
kreuz (Abb. 3), so legen sie einen 
Punkt im Raume fest. Betrachten wir 
vorläufig y, und 7, als unabhängig 
von ë, so stellen diese Grölsen eine Fläche dar. Als Gleichung derselben 
ergiebt sich, wenn zunächst der Fall 

а>1 


Abb, 3, 


ins Auge gefalst wird, aus 15) 
25) NARA E21. 

Die Fläche ist also eine Kugel mit dem Halbmesser 1. Die Gleichung 
läfst sich noch in eine etwas andere, für die Anwendung bequemere Form 
bringen, wenn man den Abstand ¢ des Flüchenpunktes von der £-Achse 
einführt. Dann ist 

20) e= Vii а у1— 8 
und der in den Gleichungen 15) auftretende Winkel kw erscheint in der 
räumlichen Darstellung als Winkel zwischen ¢ und der Ebene Zu, 

Auf dieser Kugel liegen jedenfalls die durch £, 7, und 7, nach 15) 
bestimmten Punkte. Nun besteht aber aufser letzteren. Gleiehungen auch 
noch eine durch 12) ausgedrückte Beziehung zwischen £ und w, womit für 
jedes E ein bestimmter Punkt der Kugelflüche festgelegt ist Die drei 
Gleichungen 12) und 15) zusammen stellen hiernach eine auf einer Kugel 
mit dem Halbmesser 1 liegende Raumcurve dar, und es sind ins- 
besondere die beiden letzteren die Gleichungen der Projection dieser Raum- 
curve auf die Ebenen &7, und Ems, während 26) in Verbindung mit 12) die 
Gleichung der Projection auf die Ebene 7, y, liefert. Aus 12) folgt £ — Tang w; 
hiermit geht 26) über in 


— 1 
27) e= V1 — Tang = Соер: 


Trügt man die hieraus für ein gegebenes w berech- 
neten Werthe д vom Nullpunkt 0 des Achsenkreuzes aus 
auf einem Leitstrahl ab, der in der Ebene 7, 7, unter 
dem Winkel kw gegen die Achse der y, gezogen wurde, 
so ergiebt sich der zu dem fraglichen w gehörige Punkt 
der Projection der Raumcurve auf die genannte Ebene. 
Dieselbe Auftragung liefert dann leicht, wie Abb. 4 er- 
kennen lüfst, auch die Werthe von 7, und z,, und da ё als Function von 
w bekannt ist, so können aus der einen Projection die zum Auftragen 


Abb. 4. 
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der beiden anderen erforderlichen Mafse ohne weiteres entnommen werden. 
Bei Anwendung der vorhandenen Tafeln der Hyperbelfunctionen ist das 
Verfahren sehr bequem.) Es läfst sich noch weiter vereinfachen mit Hilfe 
einer zeichnerischen Darstellung der Werthe ê = Tang w und ¢ = 1:Gofw. 
Abb. 5 zeigt den allgemeinen Verlauf der betreffenden Linien. Für w — 0 
ist ë= 0 und e = 1. Mit wachsendem oder abnehmendem  niühert sich ë 
dem Werthe + 1 und — 1 und e der Null, welche Grenzen jedoch erst für 
ш = со erreicht werden. Die Abb. 6 auf Tafel I enthält eine genauere Auf- 
tragung naeh Mafs, in der die fraglichen Linien jedoch, um an Platz zu 
sparen, derartig abgebrochen gezeiehnet sind, dafs sich die zu aufeinander 
folgenden Einheiten von w gehörigen und am linken Rande mit der unteren 


Abb. 5. Allgemeiner Verlauf von $ == Tang w 
und ¢ = 1 : Coj e, 


Grenze der betreffenden Einheit bezeichneten Stücke übereinander geordnet 
vorfinden. — Um die Auftragang der Werthe von д nach Mafsgabe der 
Abb. 4 möglichst zu vereinfachen, wird man nicht runde Werthe von w 
annehmen, sondern vielmehr den Winkel kw nach einfachen Bruchtheilon 
etwa eines rechten Winkels abstufen. 

Nach dem beschriebenen Verfahren ist als Beispiel zu dem Fall a > 1 
in Abb, 7 die Projection einer Hälfte der Raumeurve auf die Ebene 7 ць, in 
Abb. 8 rechts die Projection der zu den positiven Werthen von & gehörigen 
Hälfte auf die Ebene ёт, und links die Projection der anderen Hälfte auf 
die Ebene Ex, für а = 38,8, also k 6,15 dargestell*) Man erkennt, dafs 
die zur Veranschaulichung des Aenderungsgesetzes der Größen 7, und 7, 
gewühlte Raumeurve eine Schneckenlinie ist, die die Kugel von dem einen 


7) В. Ligowski, Taschenbuch der Mathematik, sowie desselben Verfassers Tafeln 
der Hyperbelfunctionen (Berlin, Wilhelm Ernst и. Sohn). 

8) Die Bedeutung von « ist zwar durch die Gleichung 3) vollkommen klargestellt, 
doch dürfte das obige Beispiel an Anschaulichkeit gewinnen, wenn noch einige auf den 
benutzten Werth von « führende Einzelannahmen hinzugefügt werden, міо sie etwa in der 
Wirklichkeit vorkommen könnten. Wählt man, um einen Fall von möglichst ausgesprochener 
Massonwirkung vor Augen zu haben, als Last eine starre Masse m von 7,6 t Gewicht, die 
sich über einen gewalzten Trüger von 2m Länge mit einem Trägheitsmoment von 9888 
(Normalprofil 30) bewegt, so entspricht dem obigen Werthe von æ eine Geschwindigkeit c 
von 20m in der Secunde oder 72 km in der Stunde, Bei einem gefederten Eisenbahn- 
fahrzeug mit 7,5 t Raddruck miifste man m wesentlich kleiner, also e entsprechend grüfser 
annehmen, um denselben Werth von « zu erhalten. 
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Pol (ë= — 1) zu dem entgegengesetzten (ё = +1) hin in unzählig vielen 
Windungen umkreist Ein näheres Eingehen auf die Natur dieser Linie ist 
für die vorliegende Aufgabe entbehrlich; es möge nur bemerkt werden, dals 
sie die Eigenschaft besitzt, überall denselben Winkel mit den Meridianen 
zu bilden, und zwar findet man die Tangente dieses Winkels = *. Die Linie 
ist also die sogenannte Loxodrome, die besonders in der Seeschiffahrt (als 
Bahn eines in unveründerlichem Kompafskurs fahrenden Schiffes) eine wichtige 
Rolle spielt. 


Abb. 7. Darstellung von o, n, und y, Abb. 8. Darstellung von n, und y, 
als Function von be für a| = 1. als Function von ў für « 1. 


Nach Gleichung 3) ist k= Va — 1 sehr grofs, wenn die Geschwindig- 
keit e sehr klein ist, Dann fallen die einzelnen Windungen der Schnecken- 
linie sehr nahe zusammen und wird die Wellenlänge der in Abb. 8 dar- 
gestellten Projectionen sehr kurz. Wiichst die Geschwindigkeit, so nimmt 
die Wellenlänge zu, und wird а = 1, also / = 0, во geht die Schneckenlinie 
in einen Meridian über." 

Für noch grüfsere Geschwindigkeiten wird а < 1 und k — it. imaginir. 
Dann tritt Gleichung 14") für Gleichung 14!) ein und verliert die auf letz- 
tere gegründete räumliche Darstellung offenbar ihre Gültigkeit. Wenngleich 
dieser Fall für die Anwendung weniger wiehtig ist, wollen wir ihn doch im 
Interesse einer ersehüpfenden Lüsung der Aufgabe nieht übergehen, zumal 
es nieht schwer ist, dureh eine ganz ühnliche Betrachtungsweise wie vorher 
aus der Gleichung 14") auch ähnliche Schlüsse zu ziehen. Mit den für 

a<l 
aus 15) folgenden Werthen von 7, und з, nämlich 
т VÎ ё іп оо und ½ = V1 — Сор оо ergiebt sich statt 25): 
28) — + +P 1 


9) Für den in Fufsnote 8 gewählten Fall tritt dies bei einer Geschwindigkeit von 
124,6 m i, d. Secunde — 449 km i. d. Stunde ein, 
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Hiernach ist die Fläche, auf der die den Verlauf der Grüfsen y, und 7, 
veranschaulichende Raumcurve liegend gedacht werden kann, nunmehr ein 
Umdrehungs-Hyperboloid, das die früher gefundene Kugel in der durch 
зң = 0 bestimmten Curve, also in einem grófsten Kreise berührt. Dieser 
beiden Flüchen gemeinsame Kreis ist offenbar diejenige Form, in welche die 
Raumeurve für den Grenzfall k= = 0 übergeht. (Er wurde oben bei der 
Kugel als Meridian bezeichnet; bei dem Hyperboloid ist er dagegen Aequator.) 
Denn bei unveründerliehem y, ist 28) die Gleichung eines Kreises; wird 
тд == 0, so hat der Kreis den Halbmesser 1. Für einen beliebigen, durch 
die Achse der 7, gelegten ebenen Schnitt ergiebt sich aus 28), wenn man 


den Abstand eines Punktes von dieser Achse mit ¢ bezeichnet, — da 
Ф. & - qj ist — als Gleichung des Meridians der Umdrehungsfliicho 
В-і, 


was eine gleichseitige Hyperbel mit der reellen Halbachse 1 darstellt, 
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Abb. 9. Darstellung von ў, und y, Abb. 10. Darstellung von y, und n, 
für & Z1. als Function von E für u ZZ 1. 


Abb. 9 zeigt einen derartigen Meridiansehnitt durch die Kugel und das be- 
rührende Hyperboloid, und zwar ist als solcher der Schnitt mit der Ebene 
Mı a gewählt, für den mit $— 0 aus 28) 
nn 
folgt. In die Abbildung sind auch die Asymptoten dieser Hyperbel einge- 
tragen. Sie bilden zugleich die Projection der Geraden, in denen das Hyper- 
boloid durch zwei im Abstande + 1 von der Ebene y, y, parallel zu dieser 
gelegte Berührungsebenen geschnitten wird. 
Die Raumcurve, welche die Gleichungen 15) in Verbindung mit 12) 
darstellen, lüfst sich nun am einfachsten zur Anschauung bringen, indem 
man ë, 7, und y, für verschiedene fw berechnet und auftrügt. In Abb. 10 


ist dies geschehen und zwar gleich für mehrere Werthe von f= y 1— a, 
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da der Verlauf der Curven ein soleher ist, dafs sich die angegebenen Linien- 
züge leicht voneinander unterscheiden lassen (was bei а > 1 nicht der Fall 
gewesen wiire).10) Aus Abb. 10 sind die zusammengehörigen y, und 7, in 
Abb. 9 übertragen, womit dann die Raumeurve in allen drei Projectionen 
dargestellt ist. Sie ist in dem Grenzfalle & 1, also für f = 0, wie schon 
erwähnt, ein Kreis mit dem Halbmesser 1. Wächst die Geschwindigkeit, so 
wird a< 1 und ist f= V1 — a ein echter Bruch. Die Raumeurve weicht 
dann von dem Kreise ab, schneidet denselben aber stets in den drei zu & == — 1, 
0 und + 1 gehörigen Punkten und zwar im ersten und letzten dieser Punkte 
unter 45% im Punkte $—0, т =0, 7,--1, dagegen unter einem verün- 
derlichen Winkel, dessen Tangente! ist Da а nach 3) mit wachsendem c 
immer abnimmt, so nähert sich Y dabei der 1, der in Rede stehende Winkel 
also dem Grenzwerth 45% Die Raumeurve geht dann mit e==00 in einen 
Eebroehenen Linienzug über, dessen Theile Erzeugende des Hyperboloides 
sind. In der Projection auf die Ebene 7, у, (Abb. 9) erscheint der Linienzug 
als rechtwinkliges Dreieck mit der Spitze im Punkte y, ½ =0 und der 
Grundlinie im Abstande 1 davon. Die Projection auf die Ebene £y, ähnelt 
einem N; auf die Ebene 8½ projieirt erscheint die Raumcurve in der Form 
eines halben Quadrates mit der Seitenlünge 2. 

Ueberblicken wir nun nochmals die beiden Abbildungen 8 und 10, so 
erkennen wir, dafs die Grüfsen y, und 7, niemals unendlich grofs werden, 
welches auch der Werth der Geschwindigkeit e sein möge, und dafs der Ver- 
lauf von y, und 7, ein stetiger ist, so lange с = oo. Die Flächen, welche 
die 7, und ½ darstellenden Curven mit der Achse der Ë und zwei beliebigen 
Ordinaten einschliefsen, sind ebenfalls immer von endlicher Gröfse und stetige 
Functionen von e und E Sie ändern sich periodisch und liegen stets inner- 
halb eines Kreises vom Halbmesser 1, so lange a > 1; sie sind unperiodisch 
und liegen stets innerhalb eines dem Kreise umschriebenen Quadrates für 
«Z1. Hieraus ergiebt sich die wichtige Folgerung, dafs die Werthe der 
in den Bahngleichungen 14!), 14") und 1410) auftretenden Integrale — die 
offenbar die allgemeinen Ausdrücke für die Gréfse der vorerwähnten Flächen 
darstellen — sich stets zahlenmiifsig bestimmen lassen müssen, sobald die 
Grenzen der Integration gegeben oder angenommen sind. Es könnte das 
z B. mit Hülfe des Polarplanimeters geschehen; gerade für den praktisch 
wichtigen Fall а > 1 wäre dies aber offenbar recht umständlich, da dann 
sehr viele Curvenpunkte berechnet und aufgetragen werden müfsten, um 
die wellenförmigen Curven 7, und 7, hinreichend genau festzulegen. Es soll 
deshalb später ein anderer, bequemerer Weg zur Bestimmung der Integral- 
werthe gezeigt werden. 


10) Für den in Fufsnote 8 gewählten Fall entsprechen den in den Abb. 9 u. 10 go- 
nannten Werthen 
«= 1 75 019 0 
die Geschwindigkeiten 124,8 143,9 286 om i. d. Sec. 
oder 449 518 1029 o0 km i, d. Std. 
Zimmormann, Schwingungen. 2 
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§ 5. Allgemeine Bestimmung der Integrationsfestwerthe. 


Für die Aufsuchung eines zweckmiifsigen Näherungsverfahrens ist es 
von Wichtigkeit, die Grenzen zu kennen, innerhalb deren die Integration 
auszuführen ist. Dabei spielen aber, wie schon erwühnt, auch die Integra- 
tionsfestwerthe 4, und A, eine Rolle, sodafs es sich empfiehlt, zunüchst die 
Bedingungen zu ermitteln, denen diese Werthe in einem gegebenen Falle 
genügen müssen. Wir nehmen zu diesem Zwecke an, es sei ein belie- 
biger Punkt z, y der Bahn der schwingenden Masse, sowie der 
dort vorhandene Neigungswinkel » gegen die Achse der z gegeben. 
Der bequemeren Sehreibung wegen soll eine besondere Kennzeichnung der 
gegebenen und der von ihnen abhüngigen Grüfsen nicht eingeführt werden; 
es ist dann nur im Auge zu behalten, dafs sich dieselben nicht auf die 
laufenden Coordiaten, sondern auf einen ganz bestimmten Punkt beziehen. 
Ferner setzen wir zur Abkürzung — mit Andeutung des Factors sin und 
cos oder Sin und боў in y, und y, — die bestimmten Integrale 


E H 
29) mdE=S und dg С. 


Mit den gegebenen Werthen 2, y und » ergeben sich, gemüfs der Be- 
deutung von § und y deren zugehörige Werthe 


š Е 2. уз dy 1 dy . 1 
WM аа S Sk EE СОК 


Setzt man diese Werthe in 16) und 17) ein, so erhält man zur Be- 
stimmung von A, und A, die zwei Gleichungen 


tang ». 


M Ai + E El т C— ms); 
di, 1 8 (dm tm ) 
ba + es = урав» — e(o- 450) 


Die allgemeine Auflösung dieser Gleichungen nach A, und A, liefert 
ziemlich verwickelte Ausdrücke, die sich vermeiden lussen, wenn man Fol- 
gendes beachtet. Die Nennerdeterminante wird nach 23) 


d d 
31) E Kee 
Die Unterdeterminante für A, wird 
а WU A 8 (- doe. ат 
27 di 27 tung ` + ME ＋ dE с 


und diejenige für Ay: 
4 
ang + “E nf 45 + USE 


Auch hier kann auf die Klammerausdrücke die Gleichung 23) ange- 
wendet werden. Damit ergiebt sich, wenn man für S und O wieder ihre 
Werthe aus 29) setzt: 
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A= Ld ee tme -f at). 
E 
A -— Cd + tans v- 1 — BSM as) 


Wir bringen in Erinnerung, dafs die hierin auftretenden Größen durch 
die Gleichungen 3) für f und 15) für y, 7, und q, bestimmt, sowie dafs die 
Differentialquotienten der letzteren nach ë = z: in 19) und 20) ausgerechnet 
sind. Mit Beaehtung der diesen Gleichungen beigefügten Grenzbedingungen 
gilt 32) für alle möglichen Werthe von а; die Integrationsfestwerthe 4, und 
A, sind also hierdurch allgemein bestimmt, Für die weitere Ausführung bo- 
darf es nun nüherer Annahmen über die Kraft P, die auf die schwingende 
Masse einwirkt. Wir können in dieser Beziehung zwei Hauptfülle unter- 
scheiden. 


32) 


8 6. Anwendung auf zwei Hauptfälle, 


Erster Fall: Die Kraft P ist Null; die Masse bewegt sich also ohne 
Einwirkung üufserer Kräfte. Mit Р verschwindet nach 3) auch 8 und in den 
Gleichungen 16) und 32) das diesen Factor enthaltende Glied. Die Gleichungen 
werden dann frei von Integralen und geben also eine vollständige Lösung 
der Aufgabe in der Form 

38) == Avni + A, 

worin 7, 7, und 7, die durch 4%) und 15) festgelegte Bedeutung haben. Als 
Beispiel hierfür bieten sich die Schwingungen eines senkrecht belasteten 
Trägers in wagerechter Ebene dar. Obgleich dieser Fall für die An- 
wendung nieht ohne Wichtigkeit ist, müssen wir gegenwärtig auf eine ein- 
gehendero Behandlung verzichten und uns vorbehalten, bei Gelegenheit auf 
ihn zurückzukommen. Einige ohne weiteres aus den gefundenen Gleichungen 
zu ziehende Schlüsse mögen jedoch kurz angeführt werden, 

Angenommen, die die Bahn der schwingenden Masse bestimmende 
Curve y habe ein Element mit der zu der betreffenden Geschwindigkeit go- 
hörigen Curve y, gemein, sodafs nach 30) у:2й = a und [tangy : 2 = 
dy, : а& ist. Dann wird nach 31) und 32) 

4,-—1 und 4, = 0, 
mithin 77» 
wonach die Curve y ganz mit der Curve зг zusammenfüllt Hätte dagegen 
erstere ein Element mit der Curve 7, gemein, so wäre nach denselben 
Gleichungen 4-0 und 4,1, 
also N= 1 
und es fiele die Curve ў ganz mit der Curve 7, zusammen. Die früher ein- 
gehend untersuchten und in den Abbildungen 8 und 10 veranschaulichten 
Curven 7, und 7, stellen also unter gewissen Bedingungen (verzerrt ge- 
zeichnete) Bilder der Bahn der schwingenden Masse dar, und zwar zeigen 

2. 
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sie die Längen im Mafsstabe 1:1 und die Höhen im Mafsstabe 1 : 2h.") 
Ganz ühnliche Erwügungen greifen Platz, wenn an irgend einer Stelle 
zwischen y:2% und 7, oder 7, und zwischen /tang» : 2h und dy, : d$ oder 
dy, : dË nicht Gleichheit, sondern nur Proportionalitit nach einem gleichen 
Verhültnifs besteht. In diesem Falle sind die Curven 7 und 7, oder nicht 
gleich, aber verwandt. Es tritt dann nämlich in obigen Gleichungen der be- 
treffende Proportionalitütsfaetor an die Stelle der Einheit, d. h. es ündert sich 
nur der Malsstab, mit dem die Höhen in den Abbildungen von y, oder y 
zu messen sind, wenn dieselben als Darstellungen der Bahncurve y betrachtet 
werden sollen. 

Ferner lehren die Gleichungen 32), dafs A, und Ay verschwinden, dafs 
mithin 7 == 0 und die Bahn der bewegten Masse eine Gerade wird, falls 
in irgend einem Punkte der Bahn y = 0 und tangy — 0 ist. Hiernach 
treten Schwingungen überhaupt nicht ein, wenn die von einem der Auflager 
her über den Stab gleitende Masse nicht dureh irgend welehe besondere Ur- 
sache aus der geradlinigen Bahn abgelenkt wird — ein selbstverstündliches 
Ergebnifs, auf dem gerade die Schwierigkeit der Berechnung der Seiten- 
schwankungen eines Trügers beruht. Da diese durchaus von Zufälligkeiten 
abhängen, ist eine theoretische Ermittlung überhaupt ausgeschlossen. Da- 
gegen. bieten die hier abgeleiteten Formeln sehr wohl die Möglichkeit, die 
Bahn der bewegten Masse zu berechnen, sobald man irgend eine störende 
Sinwirkung von bestimmter Art, z. B. etwa die eines Seitenstolses gemessen 
oder angenommen hat. Die Gleichung der Bahn lüfst sich sogar in eine 
noch einfachere Gestalt als 33) bringen, wenn man den Anfangspunkt der 
Zählung des durch 12) bestimmten Hilfswinkels w — je nach dem Werthe 
der Größen A, und A, — passend wählt. Die rechte Seite von 33) wird 
dann ein eingliedriger Ausdruck mit der Form von y, oder e, sodafs also 
die Bahn auch in diesem allgemeinen Falle einen ähnlichen Verlauf zeigt, 
wie die Curven y, und 7. 


Zweiter Fall: Die Kraft P ist von Null verschieden, dagegen 
treten irgend welche sonstige Einflüsse, die Schwingungen der 
bewegten Masse erzeugen könnten, nicht auf. Dann fällt in dem 
Stützpunkte, von welchem aus die Masse sich über den Stab hin bewegt, 
der Anfang der Bahn offenbar mit der Stabachse zusammen, d. h. es ist in 
32) sowohl y, als auch tang» = 0. Damit verschwindet das zweite Glied der 
rechten Seite dieser Gleichungen, während das erste Glied, wie die Gleichungen 
19) und 20) mit Е = +1 ergeben, in der unbestimmten Form 0:0 erscheint. 
Der wahre Werth ist in bekannter Weise leicht zu ermitteln und findet sich 
= 0, Wählen wir als Anfangspunkt der Bewegung das zu Ẹ == —1 ge- 
húrigo Stabende, so gehen die Gleichungen 32) in die folgenden über: 


11) Wir erinnern daran, dafs 7 die halbe Stützweite des elastischen Stabes und A dio 
Höhe ist, welche die bewegte Masse in der Zeit frei durohfallen würde, die sie zum Durch- 
laufen der Lange / mit der (gegebenen) Geschwindigkeit e braucht. 
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A= — P [mas = В fuas, 
7. 1 
34) | =i * 
= 
A= Indi=-— dE, 
` 7] 145 2 š 
Hiermit ergiebt sich nun aus 16) die Gleichung der Bahn in der Gestalt 
š £ 
35) = Eon fro ad DD dš), 
Ge 227 


wobei В durch 3) bestimmt und die Bedeutung von § und y aus 4% zu er- 
sehen ist. Die allgemeinen Ausführungen am Schlusse des $ 4 lassen sich 
nun für den vorliegenden Fall in die etwas bestimmtere Form der nach- 
stehenden, den Sinn der Gleichung 35) in Worte fassenden Regel bringen: 
Man ermittle die Flüchen der Curven y, und ç, (Abb. 8 oder 10 je nach der 
Geschwindigkeit) von —1 bis Ë und multiplieire die erstere mit dem zu š ge- 
hörigen Werthe von u, die zweite mit dem entsprechenden Werthe von 7, 
ziehe das erstere Product vom letzteren ab und multiplicire den Rest mit 
В:у. Das Ergebnifs ist der Abstand des zu $ — z:/ gehörigen Punktes 
der Bahn von der §-Achse, gemessen mit 24 = gl? : с? als Einheit. Mul- 
tiplieirt man dieselben Flächen statt mit 7, und 7, mit den Ableitungen dieser 
Grüfsen naeh S, во erhält man bei im übrigen gleichen Verfahren gemüfs 17) 
statt 7 den Werth dy: dë, und damit nach 30) den Neigungswinkel » der 
Bahn. — Es handelt sich hiernach für den vorliegenden Fall im Wesent- 
lichen nur noch um die zahlenmüfsige Bestimmung der fraglichen Flächen. 


$7. Weitere Untersuchung des zweiten Hauptfalles. Umformung 
der Bahngleiehung. 


Die rechnerischo Auswerthung der in 35) auftretenden Integrale erfor- 
dert, dafs eine der beiden in ihnen enthaltenen Größen Š und w entfernt 
wird. Es empfiehlt sich, die Veränderliche š mit Hilfe von 12) durch w 
auszudrücken. Aus § == Tang w folgt 

le = 1 dw 
36) y-s- бае und ds = Tow 

Setzt man den ersteren Werth in die Gleichungen 15) und die so ge- 
fundenen 7, und 7, nebst dem vorstehenden Ausdrucke für d in die Inte- 
grale ein, so enthalten sie nur noch die eine Veränderliche w und insbe- 
sondere im Nenner die Größe Goj*w, während an Stelle von —1 und š die 
Grenzen — oo und w treten. Da jedoch die Reihenentwicklungen, die für 
die weitere Rechnung in Betracht kommen können, sich um so günstiger ge- 
stalten, je kleiner der Exponent von Gol w ist, so wollen wir die Integrale 
auf eine Form bringen, bei der nur noch Gojw im Nenner erscheint Es 
lüfst sich das auf verschiedene Art erreichen; der einfachste und übersicht- 
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lichste Weg dürfte der sein, dafs man von der leicht zu beweisenden Be- 

zieh 

ziehung 1 
Gojw 2 

Gebrauch macht und die Differentialquotienten aus den entstehenden Einzel- 


integralen durch wiederholtes Integriren nach Theilen fortsehafft. So ergiebt 
sich zunächst für æ > 1: 


e fü Mën fins аат 
m Gi Lë eee 
88%) — NES kw а. & 75 4 — -i5 i 7) sin bw- eebe A. © "ji dw; 
38%) deed. a 1090 =e case e "ILL 10. 
39) 3, E сов 2 ii 3 dw == 5 Gof — "n = are 
30») an kw 45 65 бое dw = —5 = „ein kur Da Cie 


Addirt man nun einfach die zusammengehörigen (mit demselben Buch- 
staben bezeichneten) Gleichungen, so folgt: 


sink A „УЕЛ рар yy, д ip EE) le coskw 

40) q Í ey J Go 9 Gof + 2 Gre! 
У "eos kw y {е EES oe а 1 ksinkw 
АМ /% (боз у бою = уне бон 2 Cojw' 


Wird die erste Me. mit сов kw : of w, die zweite mit sin kw : 
(бојао multiplicirt und das erste Product von dem zweiten abgezogen, das 
Ganze mit 8 : * multiplicirt und wieder die Bezeichnung nach 15) einge- 
führt, so erhält man an Stelle von 35): 


` D 
41) т =+ у=» du — mfr dw)— Sr 

Wenn a < 1 ist, bleiben die Gleichungen 87) bis 39) im wesentlichen 
bestehen, da деш 15) nur f, Sin far und Gof fw an Stelle von , sinka 
und соз te treten. Dies hat zur Folge, dafs sich die Vorzeichen des zwei- 
ten Gliedes auf der rechten Seite von 38") und 39%), sowie sämtliche Vor- 
zeichen in 39%) ändern. Demgemiifs tritt in 40%) und 400 1—4* an Stelle 
von 1-+-k* und wechselt in der letzteren Gleichung auch noch das dritte 
Glied sein Vorzeichen. Auf die Gleichung 41) aber üben alle diese Aende- 
rungen, wie leicht nachzuweisen ist, keinerlei Einflufs aus. 

Ist a=1, so tritt nach 15) 1, % und 1 an Stelle von №, sin kaw und 
cus ban, Dann fallen in den nach dem Vorbilde von 37) bis 40) zu ent- 
wickelnden Gleichungen die siimtlichen Glieder fort, die denjenigen entspre- 
chen, welche bei dem vorher erörterten Uebergang von e> 1 zu а < 1 einen 
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Vorzeichenwechsel erleiden. Auch in diesem Falle bleibt die Gleichung 41) 
unverändert bestehen. Sie gilt mithin ebenso wie 35) ganz allgemein für 
jeden möglichen Werth von «. 

Da es unter Umständen erwünscht sein kann, auch die Neigung der 
Bahn im Punkte £ zu bestimmen, so möge hier noch die dazu erforderliche 
Gleichung für dy:d& Platz finden. Durch Differenziren von 41) nach E 
— Tang w findet man leicht: 


42) 1-3 - 270 „(e“ — atf» dw) + В Tang w. 


Diese Gleichung E obenso wie 41) unter der Voraussetzung für alle 
möglichen Werthe von e, dafs man den Zeichen y, y, und 7, die je nach 
Umstünden verschiedenen, durch 15) bestimmten Bedeutungen beilegt. Die 
Ableitungen von 7, und 7, nach Š sind in 19) und 20) berechnet. 


85. Werthe der unbestimmten Integrale. 


Die in den Integralen der Gleichungen 41) und 42) auftretenden Grüfsen 
7, und 7, enthalten деп 15) beide den Factor /1— Ê = 1: Gof 7. Mittels 
der Beziehung 1 2 Dee 
Gofw ^ ee Те 
läft sich derselbe leicht in eine nach Potenzen von e-—" fortschreitende 
Reihe, nümlich 


43) А ame ee Te Je Chefe me 


ek 

Gof w — 

entwickeln, die für alle positiven Werthe von w convergirt, Wird dem- 

gemäls w als positiv (> 0) vorausgesetzt, so erhält man durch Einführung 

der Reihe in y, und y, Ausdrücke, die allgemein integrirt werden können 

und dann summirt die den gesuchten Integralwerthen entsprechenden unbe- 

stimmten Integrale ergeben. Die Einsetzung der Grenzen, die natürlich nur 

positiv sein dürfen, liefert sehliefslich die Werthe der bestimmten Integrale. 
Die Integrale der einzelnen Glieder von 7, und 7, sind von der Form: 

— sin yw — y cos yw 


=p кі — e 
Se sin ywdw DES e Жар 
жуз =H cos yw + y sinyw | e 4 
Гете соз ywdw TEN e 
femme Sin ywdw = ZË l Sin yw— бую, 
A З 
44) für a<1; 
Гене Gof Mum e. — ви 
Гене wdw = АА em 
ج‎ für a — 1. 
Sem dw = ae 


Die (vorläufig unbestimmten) Gesamtintegrale werden gefunden, indem 
man hierin für м der Reihe nach die Zahlen 13 5 7.... = 2n—1 setzt 
(wo die Ordnungsziffer der Glieder der Reihe 43) bedeutet), alsdann jedem 
Einzelintegral gemäfs 43) das Vorzeichen (—1)"+* ertheilt und die alge- 
braisehe Summe bildet. Sondert man die gemeinschaftlichen Factoren der 
einzelnen Glieder aus, so bleiben Summenwerthe übrig, für die wir eine ab- 
gekürzte Bezeichnung einführen wollen. Mit Rücksicht darauf, dafs nach 15) 

für a > 1: y =a—1, also Y = а—1-+ и? 
für a < 1: y= 1—a, also 12—72 = a— l + u? 
ist, erhält man für die fraglichen Summenwerthe die bei jedem möglichen а 
geltenden Ausdrücke 
28 (10 „ 
den ET a—1 ih 
le oe 2 — le- = S 
| ten), 
oder in entwickelter Form und noch einfacherer Bezeichnung 


a 1 er eo oxi eum 
459 De E Het) 
5^ 
am 2 S 
au г íz CHO tao anes Fer 


Diese Reihen convergiren offenbar auch für a = 0 und im übrigen 
noch schneller, als die Reihe 43), da jedes Glied vom zweiten an kleiner 
ist, als das entsprechende Glied der letzteren. Nur das erste Glied-ist grifser, 
wenn а < 1; es wiichst ins Unendliche, wenn а sich der Null nähert, d. В. 
nach 3) wenn die Geschwindigkeit с der bewegten Masse unendlich grofs 
wird. Sehen wir einstweilen von diesem leieht zu behandelnden Grenzfalle 
ab, so ergeben sich aus 45) für jedes w das > 0 ist, endliche Werthe von 
W und W”, die absolut genommen stets kleiner sein müssen als 


T „l-a_ 
Gof w +2 =e =, 
Die für die zweite Reihe von 45) gewühlte Bezeichnung bringt zum 
Ausdruck, dafs diese Reihe, wie leicht zu ersehen, der Ableitung von W 
nach w gleich ist. Aufserdem besteht noch die bemerkenswerthe Beziehung 


т 1 
46) (a — 1) W 4 W' “= To 
Mit Benutzung von 44) und 45) ergiebt sich nun 
40 Sq, dw = —k W eos kw + W sin kw für a> 1; 
= — IW Gof tw + W Sin tw „ a< l; 


" 
=— W +W % „ a~l; 
48) Je du = RW sin kw + ИР" сов kw „ a> 1; 
Sin kee + W' 60] tw „ a<1; 
= w „ 81, 
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Von der Richtigkeit dieser Gleichungen überzeugt man sieh am ein- 
fachsten dureh differenziren nach w. Mit Benutzung von 46) erhült man so 
in der That auf der rechten Seite wieder die durch 15) und 36) bestimmten 
Werthe von 7, und 7,. 


$9. Werthe der bestimmten Integrale. Einführung in die Gleichung 
der Bahn. 

Die Gleichungen 47) und 48) gelten (wie 45)) nur für w = 0. Die 
Integrale in 41) und 42), um deren Auswerthung es sieh handelt, haben 
aber die untere Grenze w=—oo und für die eine Hälfte der zu bestim- 
menden Bahn auch negative obere Grenzen. Die scheinbar hierin liegende 
Sehwierigkeit lüfst sich indes leicht mit Hülfe der früher (in § 4) angestellton 
Untersuchung der Grüfsen 7, und y, überwinden. Wie die Gleichungen 15) 
oder die Abbildungen 8 und 10 lehren, ist 7, eine ungerade, 7, dagegen 
eine gerade Function von w, sodafs — wenn wir ці und 7, als Functions- 
zeichen betrachten — 

ша =— y (e) u ½ ( % — h (w). 

Hieraus folgen unmittelbar die allgemeinen Beziehungen: 


H Tw 0 +u 
IO dw = — fm dw u. n? dw = Дь. 
T. D Si D 


Auf die in 41) und 42) vorliegenden Integralo angewendet ergeben 
dieselben 


е += +“ +» 
[nde -— |y du + IO dw ande 
49) "Sg d "Aet te, 
und [n dw — 2 Fue dw — IEN 
=e ° e 
uw +w +o 
| sowie Im dw — Im dw - Audio 
50) 2.4 -o gh 
| und J йш = f ih 
= +e 


Mittels dieser Gleichungen läfst sich jedes Integral mit negativen Grenzen 
auf ein solches zurückführen, das nur positive Grenzen besitzt. 

Die Größen W und W’ verschwinden für 22 == со. Daraus folgt, dafs 
sich lediglich die Vorzeichen der Ausdrücke auf der rechten Seite der 
Gleichungen 47) und 48) umkehren, wenn man für die links stehenden 
Integrale w als untere und w= als obere Grenze wählt. Läfst man das 
(als positiv vorausgesetzte) w sich der Null nähern, so ergiebt sich — wegen 
der Stetigkeit aller vorhandenen Functionen — mit leicht verständlicher Be- 
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zeichnung des der unteren Grenze Null entsprechenden Werthes von H” aus 
48) insbesondere 


2i IS 5 
а rara AE ie 
51) Jide туз G Ster ) 
0 
Es wird also für positive w nach 47), 48), 49) und 51): 
D 
52) ud —kWeos kw + sin kw für e > 1; 


e =—!W Gof tw + И” Sin tw а ЖЕШ 
-- W TW . w „ aml; 


kWsin kw + И” сов kw — 2W, für a 1; 
— Sin tw + W' боў fio —2W, „ азі; 
- w —9W, „ a=l. 

Ist die obere Grenze w negativ, so bezeichnen wir sie mit — [w], ver- 
stehen also unter [w] den Absolutwerth derselben. Dann ergeben sich 
nach 50) für das erste Integral die gleichen Ausdriicke wie in 52), nur mit 
[w] an Stelle von w. Dieselbe Aenderung tritt bei dem zweiten Integral ein; 
aufserdem unterscheidet sich dieses aber von dem durch 53) gegebenen 
Werthen — wie aus einem Vergleich von 49) und 50) ohne weiteres hervor- 
geht — dadurch, dafs das dritto Glied der rechten Seite von 53) fortfüllt, 
und dafs die übrigen Glieder ihre Vorzeichen wechseln. Setzt man wieder 
das algobraisch aufzufassende Zeichen w an Stelle von — [w], also — w für 
[w], so ündert sich in beiden Integralen das Vorzeichen der Glieder, die 
einen Sinus oder w selbst enthalten, Unter der Voraussetzung, dafs W 
und W' immer mit dem Absolutwerth von w berechnet werden, 
gelten hiernach für negative w (d. h. für die Stabhälfte, von der aus die 
Masse ihre Bewegung beginnt) die folgenden Gleichungen: 

D 


54) Im dw == — kW сов kw — И” sin kw für a > 1; 
na — — HI Сој tw — W'Sin tw „ азі; 
-— W —W . wy aml; 

vw 
55) Jade kWsin kw — W' cos kw „ а>1; 
e = — ВУ Sin fe — W' бој tw „ а< 1; 
Е — N „ а=1. 


Diese Werthe sind nun in die Gleichung 41) einzusetzen. Nennen wir 
die Hälfte des Stabes, von der aus die Bewegung beginnt, kurz die erste, 
die andere die zweite Hülfte, und bezeichnen wir die zugehórigen Werthe 
von y mit y, und gy, so ergiebt sich mit Berücksichtigung von 15) und 
36) aus 41) nach einigen Umformungen sehr einfach und für alle möglichen 
Werthe von a geltend ` 


561) op Ww H 
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56") und "= Ss epus Ê Wo 


In ähnlicher Weise lüfst sich durch Einführung der gefundenen Inte- 
gralwerthe in die Gleichung 42) ein von Integralen freier Ausdruck für 
dy: dg gewinnen. Dasselbe erreicht man natürlich auch durch Differenziren 
von 56) nach S, wobei es jedoch zur richtigen Bestimmung der Zeichen 
einiger Vorsicht bedarf. Mit denselben Grenzbedingungen wie zuvor findet man 


571) * = 8 Tang — £ (W Sin w + W' Gof v) 
aß 


57") und tn gangs — „ (W Sin w — W' (о w) 
dé 2 


+ = (m Sin e — уп, Cof w) Wy Cof w. 


Die Bedeutung der in den Gleichungen 56) und 57) auftretenden Gröfsen 
braucht wohl, soweit dieselben schon in 41) und 42) vorhanden, hier nicht 
nochmals erläutert zu werden; neu hinzugekommen sind nur W, W’ und W). 
Die beiden ersteren sind nach 45) Functionen von « und w, also abhängig 
insbesondere von der Geschwindigkeit und von der Lage des betrachteten 
Punktes gegen die Stabmitte. In Wy — gomiils 51) der Werth, den W” 
für 7% 0 annimmt — tritt demnach nur noch а auf. 


$ 10. Andere Form der Bahngleichung. Grüfsen W und Wo 


Die durch 56) bestimmten Werthe 7, und yy von y stellen nach 4%) 
die Ordinaten уе der Bahn, bezogen auf die Einheit 2% dar. Zur Ge- 
winnung eines Mafsstabes für den Einflufs, den die Geschwindigkeit e auf 
die Form der Bahn ausübt, erscheint es zweckmüfsig, nunmehr von einer 
anderen Verhültnifszahl Gebrauch zu machen, in der die Senkung der Mitte 
des Stabes (% = 0) bei ruhender Last (e= 0) die Einheit bildet. Wir haben 
früher (im $ 1) die Senkung desselben Punktes unter der ruhenden Last G 
(Gewicht der bewegten Masse) mit y bezeichnet. Da hier nicht die Wirkung 
von G allein, sondern die der Gesamtlast Pm #0 in Betracht kommt, so ist 
By die fragliche Einheit; sie möge — als besonderer Werth von yaw 
aufgefalst — die Bezeichnung % erhalten. Wird dann die gesuchte Ver- 
hältnifszahl kurz Y genannt, so ergiebt sich mit Rücksicht auf 4%) 


58) Yon = Byo = £ 2h, also Y= E - e D 
Hiermit geht 56) über in 
K a 1 
52) Fı = 3o s" gis) für w = 0 


59!) und ale) Mo für w > 0. 


Diese Gleichungen enthalten rechts nur noch « und w; sie bieten daher 
die Möglichkeit zur Berechnung von Tabellen für Y, und Үп, sowie zur 
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Herstellung einer für die Veranschaulichung des Einflusses einer beliebigen 
Geschwindigkeit ausreichenden Reihe von Curvenbildern. Bevor wir hierzu 
sehreiten, wollen wir sie jedoch erst noch einer allgemeinen Besprechung 
unterziehen, 

Wie früher (im $ 9) hervorgehoben, ist W stets mit dem Absolutwerth 
von w zu berechnen. Ferner ist боў w eine gerade Function von w. Daraus 
folgt, dafs der zu einem beliebigen w gehörige Werth des ersten Gliedes der 
rechten Seite von 59!) nach Größe und Vorzeichen gleich ist dem zu — w 
gehörigen Werthe von Y, Hiernach wird die zweite Hälfte der Bahn er- 
halten, wenn man von dem (auf die Stabmitte bezogenen) Spiegelbilde der 
ersten Hälfte aus den Werth а? W;7,:7 abgetragen denkt. Hierin ist nur 
7, mit w veränderlich; und da wir den gesetzmälsigen Verlauf dieser durch 
15) bestimmten Grófse aus der eingehenden Darstellung in $ 4 schon für alle 
möglichen Werthe von & kennen, so erübrigt zur Gewinnung eines all- 
gemeinen Bildes von der Gestalt der Bahn nur noch die Ermittlung des 
Verlaufes von Y, als Function von а und w, sowie von И” als Function 
von e. Welcher Art dieser Verlauf aber auch sein möge, immer muls nach 
Vorstehendem die Gestalt der Bahn eine unsymmetrische sein, so lange nicht 
das zweite Glied von Y, für alle Werthe von w Null ist Es wird sich 
zeigen, dafs letzteres nur eintritt wenn & oo und wenn «--0 ist. Der 
ersteren Bedingung entspricht die Geschwindigkeit Null; dann тив die Bahn 
der bewegten Masse mit der Senkungslinie für ruhende Last zusammen- 
fallen. Der zweiten Bedingung wird durch die Annahme einer unendlich 
grofsen Geschwindigkeit genügt; dann ist die Bahn offenbar eine gerade 
Linie, 

Wenden wir uns nun zu den Größen W, W’ und W;. Es ist nicht 
zu erwarten, dafs sich die Reihen 45) für И’ und W” allgemein summiren 
lassen; denn damit wären geschlossene Ausdrücke für die als nicht in solcher 
Weise auswerthbar anzuschenden Integrale in 41) gefunden. Wohl aber ist 
die Möglichkeit der Summirung in besonderen Fällen, also z. B. für =0 
oder für gewisse Grenzwerthe von « ins Auge zu fassen.") Hierbei kommt 
in erster Linie die Reihe 51) für И, in Betracht, da diese bei einigermafsen 
grofsen Werthen von « sehr langsam convergirt, also zur Berechnung des 
Zahlenwerthes von W; wenig geeignet ist. 

Es empfiehlt sich, bei der Untersuchung von W; wieder die Fülle & > 1 
und «< 1 zu trennen, und von der Bezeichnung nach 15) Gebrauch zu machen, 
wo im ersteren Falle y= Ya—1, im anderen y= FI gesetzt wurde. 
Damit ergiebt sich: 


1. qub 5 
Te?” PERF Wiss 


für а = 1. 


12) Ein derartiger Fall ist schon in $2, Fufsnote 6, erwähnt. Die dort ausgeführte 
Integration deutet darauf hin, dafs sich W” in geschlossener Form darstellen liifst, wenn 
«=1 wird. In der That ist dann WV’ = — 2 arctang e^", Diese Summirung hat abor 
für die vorliegende Aufgabe keinen besonderen Werth. 
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Ein Vergleich mit den Reihen 

Ze 

4 1 3 5 
— [= a +s und 
"LA Іра Bye? Bia 

5 
vé e 


die zwar in den gebräuchlichen Formelsammlungen nicht vorhanden sind, 
aber wohl als bekannt vorausgesetzt werden dürfen 1%, lüfst die völlige Ueber- 
einstimmung ohne weiteres erkennen. Der Fall а = 1 erledigt sich einfach 
dadurch, dals in vorstehenden Reihen æ= 0 gesetzt wird; auch ergiebt die 
Gleichung 51) mit e — 1 unmittelbar die bekannte Leibnizsche Reihe für zz : 4. 
Damit ist die angestrebte Summirung bewirkt und lautet das Ergebnifs für 


a>1; asl; а<1 
— Ee — 


= 22, 
60) -r= 1; — 
Gof T7 cos 7 
" Ee уе. 


Hieraus lüfst sich W; leicht berechnen; da aber in 591) nicht W; allein, 
sondern der Ausdruck «W,:y auftritt, so ziehen wir vor, gleich für diesen 
einige Werthe anzugeben. In der am Schlusse folgenden Tabelle II sind 
dieselben mit den zugehórigen Werthen von a und 7 zusammengestellt Für 
а=1 ist y= 1 und — a Whi y= = 1,5708. 

Wie die berechneten Zahlenreihen zeigen, ist — Wi: eine stets 
positive Größe, die von 0 bis co wächst, wenn a von 0 bis 1 zu-, oder 
von co bis 1 abnimmt. Zur weiteren Veranschaulichung der Abhängigkeit 
dieser Grifse von a mögen die Abbildungen 11 und 12 auf Tafel II dienen, 
in die auch gleich die Curven für y = 1= V1—a und y= k= Va—1, die 
offenbar Parabeln sind, mit eingetragen wurden. Für die im Bereiche der 
praktischen Anwendung liegenden Werthe а = 30 bis a= 100 ist @W;:y so 
klein, dafs es zweekmüfsig erschien, den betreffenden Curventheil in einem 
mrülseren Mafsstabe aufzutragen; dieser ist daher für die rechte Seite dor 
Abbildung 12 hundertmal größer gewählt, als für die übrige Darstellung. 

Besser als die Reihe für Wg convergirt die Reihe für W, die nur bei 
grofsem а und kleinem w, 4. h. bei kleinen Geschwindigkeiten und für Punkte, 


18) S. Schlómiloh, Compendium der höheren Analysis, Bd. I (5. Aufl.) Seite 239 und 
280, wo die obigen Roihen in etwas anderer Form angeführt sind. 

14) Hierzu ist vielleicht die Bemerkung nicht überflüssig, dafs W¿ im Falle « < 1 
nicht etwa eine periodische Function ist, wie es nach 60) scheinen kónnte; denn y ist dann 
stots < 1. 
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die nahe bei der Mitte des Stabes liegen, die Berücksichtigung einer grófseren 
Zahl von Gliedern erfordert. Wenn w= 0 ist (also für den Mittelpunkt der 
Stablünge) kann diesem Mangel zwar durch eine Umformung der Reihe ab- 
geholfen werden; da es sich aber hierbei um einen blofsen Rechenvortheil 
handelt, so verzichten wir darauf die ziemlich weitläufige Entwicklung vor- 
zuführen, !5) 


$ 11. Grenzfülle а = co und a = 0. 


Wenn «zoo wird — entsprechend der Geschwindigkeit e=0 — 
so muls die Bahn, wie schon bemerkt wurde, mit der nach Gleichung 1) 
bestimmten Senkungslinie für ruhende Last übereinstimmen, die für den 
vorliegenden Fall mit Rücksicht darauf, dafs die Last Q= P= ist, mit 
Benutzung von 58) in der Form 

¿o op 
61) Y Үн (1 — 23) aja 

geschricben werden kann. Wir wollen versuchen, ob sich dio Gleichung 59) 
mit & oo in diese Form überführen lüfst Zunächst ergiebt sich hiermit 
nach den Vorhergehenden —«*W;:7--0; die Bahn ist dann also jedenfalls 
symmetrisch zur Mitte. Nach 45") ist 


б = CDM. CARA 
62) aW 26 ar” D 
i — LES gx A 024 e 
Hiervon бою da ry db ваты 2 
ergiobt: aW— al pire hak au) 
Führt man dies in die Gleichung 59) ein, so folgt 
1 Saroi Ha —6 
i Ge аге (s гусце “+... 
sah 8 — Ве 24 — bw 
- T — Te 
сіе! 8 24° 
1+2 147 


Die Gleichung 68) gilt (nur mit der Beschränkung auf die erste Stab- 
hälfte) noch für beliebige Werthe von с. Wird jetzt a= oo, so ergiebt sich 
1 
= —2 5 - 10 — sane 
Y= (sem 24 07 99 + 48 0-7 — 800-9 + ) 
Da nun die eingeklammerte Reihe, wie sich — г. B. durch einfache 
Division mit (1 Ae" 2% in 8e-?v— leicht zeigen läfst, den Werth 
E] 1 


(are) не 


15) Die oben erwähnte Umformung läuft darauf hinaus, eine Anzahl Glieder dor 
Reihe für Wy unmittelbar zu summiren und für den Rest eine Summenformel mit sehr 
schnell abnehmenden Gliedern zu entwickeln. 


* 
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hat, so ist bewiesen, dafs 59) in der That mit «= co in 61) übergeht, dals 
also die durch die vorliegende Untersuchung bestimmte Bahn der bewegten 
Майе, wie gefordert werden mufs, bei unendlich kleiner Geschwindigkeit 
der Senkungslinie für ruhende Last gleich ist. 

Der Fall «=0 — entsprechend einer unendlich grofsen Ge- 
schwindigkeit — erledigt sich unmittelbar durch die Gleichungen 59) 
selber. Da niimlich nach den früheren Untersuchungen keine der hierin 
auftretenden Grófsen (aufser а) unendlich grofs werden kann, so ergiebt sich 
mit a= 0 aus 59) 

Y=0, 
d.i. die Gleichung einer mit der z-Achse zusammenfallenden geraden 
Linie.!%)  Grüfseres Interesse als dieser selbstverstündliche Grenzfall bietet 
die Frage, welehe Form die Bahn annimmt, wenn a zwar nicht Null, aber 
doch sehr klein ist Dann können in der Reihe 62) alle auf das erste 
folgenden Glieder gegen dieses vernachlifsigt werden, wodurch sich 


а = 
ergiebt. Hiermit wird 
1 em 2 CC eM a 
FFF 
also nach Gleichung 59!) und 36) 
Go Mosse si 
64) = Ys 2° (1—9). 


Um w zu entfernen, benutzen wir die Gleichung 12), wobei jedoch zu 
beachten, dafs für die erste Stabhülfte zwar w an sich negativ, aber nach 
dem, was im $9 über die Berechnung von W gesagt wurde, hier absolut 
zu nehmen ist. Verstehen wir dagegen unter & einen algebraisehen Werth, 
so folgt mit Hilfe der bekannten Beziehung zwischen Arkustangens und Loga- 
rithmus aus 12) bei negativem $: 

—2w= Plan 5 log ЕЕ, 
ЕР, 
1-5 
Die Einsetzung dieses Werthes in die Gleichung 64) ergiebt: 


also "= 


65) Y= 5 (1+8 


Dies gilt zuniichst nur für die erste Stabhälfte, und zwar um so ge- 
nauer, je größer w (also auch — 8), weil dann die in der Reihe 62) auf 
das erste folgenden, hier vernachlüssigten Glieder um so kleiner sind. Die 


16) Rein theoretisch könnte nach 3) auch der Fall in Betracht kommen, dafs « nicht 
durch ¢ = OO, sondern durch a == OO Null wird, wobei der Stab gewissermalsen eine 
unendlich grofse Biegsamkeit besitzen würde. Diese Annahme wird durch die gleich fol- 
gende Untersuchung der Bahn für kleine Worthe von « mit erlodigt. 
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Gleichung 65) gilt aber bei hinreichend kleinem « wegen der nothwendig 
vorhandenen Stetigkeit der Bahn — nur mit geringerer Annüherung — auch 
noch für den an die Mitte grenzenden Theil der zweiten Hälfte, weshalb 
wir Y statt Y; geschrieben haben. Sie stellt eine Parabel mit lothrechter 
Achse dar, deren Scheitel in den Anfangspunkt der Bahn füllt. Es liegt 
nahe, einen Vergleich anzustellen zwischen dieser und derjenigen Parabel 
— wir wollen sie kurz Wurfparabel nennen — in weleher sich die Masse 
m unter dem senkrechten Druck P bewegen würde, wenn die Unterstützung 
durch den biegsamen Stab ganz feblte. Nach 3) und 58) kann gesetzt werden: 
y Beier EE 

Wu 2 Bho 2 Ph 
Damit erhält Gleichung 65) die Form 


66) y- TEEN 


Hierin bezeichnet № nach $ 1 die Höhe, um welche die Masse m = @:9 
in der Zeit, die sie gebraucht um die halbe Stablünge / mit der vorgeschrie- 
benen Geschwindigkeit e zu durchlaufen, herabfallen würde, wenn sie nur 
dem Einflusse ihres Gewichtes @, oder mit anderen Worten der Beschleu- 
nigung y der Schwere unterworfen wäre, Wirkt statt G die Kraft Р, so 
tritt an Stelle von g die Beschleunigung Pg: G und (bei gleicher Masse 
und Zeit) an Stelle von Æ die Fallhóhe Ph: G. Denselben Werth ergiebt 
aber Gleichung 66) für §=2:l 0 als Ordinate der Bahn der bowegten 
Masse in der Mitte des Stabes. Daraus folgt, dafs — soweit der Nüherungs- 
grad von 66) reicht — die Bahn mit der Wurfparabel zusammenfällt. 
Die Voraussetzung hierfür, dafs « sehr klein sei, kann naeh 3) entweder 
durch eine sehr grofse Geschwindigkeit c, oder durch eine grofse Biegsamkeit 
des Stabes (grofses yp) erfüllt werden. Je nachdem mehr der eine oder 
andere Fall vorliegt, ist die Parabel mehr oder weniger flach. 


$12. Gestalt der Bahn für beliebige Werthe von с. 


Durch die Ausführungen im $ 12 dürften die Grenzfiille а == oo und 
а = 0 hinreichend klar gestellt sein. Um nun auch noch einen Ueberblick 
über die verschiedenen Formen zu geben, welche die Bahn annimmt, wenn 
innerhalb jener Grenzen liegt, haben wir Y; nach 591) für die Mitte des 
Stabes und sieben Punkte der ersten Hälfte mit zwölf Werthen von а be- 
rechnet!) Die Ergebnisse sind in Tabelle Ш zusammengefafst und aufser- 
dem behufs besserer Veranschaulichung in Abb. 13, Tafel HI, als Functionen 
von « nach Mals aufgetragen, wodurch zugleich ein bequemes Mittel zur Be- 
stimmung von Y; für beliebige andere а, als die zur Rechnung benutzten, 

17) Da es für den vorliegenden Zweck nicht auf eine ganz gleichmäßige Vortheilung 
der Punkte ankam, so wurden dieselben der bequemeren Rechnung wegen so gewühlt, dafs 
sich runde Werthe von e“ ergaben. Dio dazu gehörigen E sind in die Tabelle III mit auf- 
genommen. 
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goboton ist, Die den einzelnen Curven beigefügten Ziffern bezeichnen die 
entsprechenden Werthe von 100€”, Da die Curven natürlich nicht für den 
ganzen Bereich von с = 0 bis @ oo abgebildet werden konnten, so sind 
die zur letzteren Grenze gehörigen Werthe als Asymptoten — um das Bild 
nicht zu verwirren, jedoch nur dureh kurze Linienstücke — dargestellt. 
Diese Curvenschaar lehrt, dafs die Senkung Y; bei kleinem а, d. h. bei sehr 
grolser Geschwindigkeit sehr klein ist und dafs sie mit zunehmendem « 
schnell wächst. In den dem Anfange des Stabes benachbarten Theilen der 
Bahn nähert sie sich dabei fortwährend dem zu « со, d. h. zur Geschwin- 
digkeit Null gehörigen Werthe, den sie schon bei а = 20 nahezu erreicht, 
jedenfalls aber nie überschreitet. In den folgenden, der Mitte des Stabes 
näher liegenden Theilen der Bahn wächst dagegen Yi, wie schon die Curve 
für e~" — 0,60 erkennen lälst, über den zu o = oo gehörigen Werth hinaus, 
und zwar um so schneller und betrüchtlicher, je näher der betreffende Punkt 
der Stabmitte liegt, um dann bei noch weiter zunehmendem & in demselben 
Verhültnisse wieder kleiner zu werden. Dio entsprechenden Curven schneiden 
also erst ihre Asymptoten und nähern sich ihnen dann von der entgegen- 
gesetzten Seite. Der grófsto Werth — etwa 1,82 — wird in der Stabmitte 
ungefähr bei c = 11 erreicht. 

Bin ähnliche Darstellung könnte auch für die zweite Hälfte der Bahn 
versueht werden. Da aber das zweite Glied von Yu nach 15) für «—1 
eine periodische Function von Aw, die Curve Yu also eine Wellenlinie 
ist, und da mit wachsendem « und o dio Länge und Höhe der oin- 
zelnen Wellen fortwährend abnimmt, so mülste man eine aulserordentlich 
grofso Zahl von Curven berechnen und auftragen, wenn die Darstellung 
nicht ein ganz unzulüngliches oder selbst irreführendes Bild der Beziehungen 
zwischen Уп, w und e geben sollte, Wir sehen deshalb hiervon umsomehr 
ab, als die Auftragung als Function von « ohnehin nicht Selbstzweck, sondern 
nur ein Hilfsmittel zur Bestimmung der zweiten Hälfte der Bahn sein würde, 
die auch ohne ein solches nach dem, was im $ 10 über die Gleichungen 59) 
gesagt wurde, mit Benutzung der zuvor berechneten Werthe von / und 
i leicht gefunden werden kann. Als Beispiele hierfür mögen die Abb. 
14 bis 21, Tafel III und IV, dienen, in welchen die Grüfsen Y; und Yy als 
Funetionen von w für die Werthe von e aufgetragen sind, die zur Berechnung 
der Tabelle III benutzt wurden. Diese Curven stellen also unmittelbar die 
Bahn der bewegten Masse dar. Das zur Antragung der Worthe Wy 
benutzte Spiegelbild der ersten Hälfte der Bahn ist überall durch eine 
schwache, gestrichelte Linie bezeichnet; aufserdem ist in einem Theile der 
Abbildungen des Vergleiches halber auch die Senkungslinie für ruhendo Last 
(a = оо) als schwach ausgezogene Linie beigefügt. Wie schon im $ 10 be- 
merkt wurde, ist die Bahn unsymmetrisch, sobald « nicht Null oder un- 
endlich ist. Aus den vorliegenden Abbildungen ergiebt sich aber, dafs die 
Unsymmetrie, sowie auch der wellenförmige Verlauf der zweiten Hälfte der 
Bahn schon bei ziemlich kleinen Werthen von а für das Auge fast ver- 

Zimmormann, Schwingungen, А 8 
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schwindet; für а > 60 ist deswegen immer nur die erste Hälfte der Bahn 
dargestellt.) Als Mafsstab für den Grad der Unsymmetrie (wie auch als 
Probe für die Genauigkeit der Auftragung bei kleineren Worthen von а) 
kann die Neigung der Curve Y im der Mitte des Stabes dienen. Für die 
Tangente des Neigungswinkels an dieser Stelle erhält man leicht aus einer 
der Gleichungen 57), indem man w 0 setzt und ç nach 58) durch Y aus- 
drückt den Werth 
P " 
67) Ge) сат. 

Hiernaeh kann das Neigungsverhültnifs bequem durch Multiplicatio 
des in Tab. П zu findenden Werthes von — a? Wi: у mit der Hälfte des 
darüber stehenden y berechnet werden. Das entsprechende Verhältnils für 
die wirkliehe Bahn, von der ja die Curve Y nur ein verzerrtes Bild 
giebt, wird hieraus erhalten, indem man Y durch y und 5 durch * aus- 
drückt, d. h. nach 4") und 58) dureh Multiplication mit yoo : l 

Die parabelartige Gestalt, welche die erste Hälfte der Bahn bei kleinen 
Werthen von с annimmt, tritt in Abb. 18 für & schon sehr deutlich 
hervor, In Abb, 19 für @ — 1 erstreckt sich diese Form sogar bis über den 
größeren Teil der zweiten Hälfte und in Abb. 21 für а — 0,1 fast bis an das 
Ende des Stabes, Je kleiner e, desto schürfer wendet sieh die Bahn dann 
nach oben, um mit senkrechter Richtung in den Stützpunkt des Stabes zu 
münden. Aehnliches gilt übrigens auch für @>1, wie der im § 4 unter- 
suchte Verlauf der Größe 7, erkennen lüfst Dieser befremdlich erscheinende 
Umstand wird weiterhin noch erörtert werden. 


$13. Beanspruchung des "Trigers. 


Die Biogungsmomente und Beanspruchungen in einem gegebenen Punkte 
des Trägers verhalten sich bei verschiedenen Gesehwindigkeiten wie die 
Senkungen, und diese wiederum wie die Ordinaten der Bahn der bewegten 
Masse in dem betreffenden Punkte. Ein Vergleich der Bahn mit der Sen- 
kungslinie für ruhende Last lüfst also ohne Weiteres erkennen, in welchem 
Mafse das Biegungsmoment an irgend einer Stelle durch den Einflufs der 
Fahrgesehwindigkeit gegen den Ruhewerth vermehrt oder vermindert wird, 
Für die Tragfühigkeit des Stabes von überall gleichem Querschnitt ist aber 
nicht das Verhültnifs der zu ein und demselben Punkte gehörigen Momento 
entscheidend, sondern dafs Verhältnis der Höchstwerthe, welches daher 
jetzt bestimmt werden soll. 


18) Da die Länge und Höho dor Wellen, wie schon orwihnt, auch boi kleinoren 
Werthon von e nach dem Ende der Bahn hin fortwährend (bis zu Null) abnimmt, so ist 
dio Möglichkeit der bildlichen Darstellung hier durch die der Größe des Malsstabes go- 
stockte Grenze beschränkt. Das darf aber nicht otwa als eine Unbestimmtheit odor Unzu- 
Ninglichkeit der Lösung gedeutet werden; denn durch Zahlen lift sich dio Form der Bahn 
in ihrer ganzen Erstrockung mit jedem beliebigen Grade von Genauigkeit bestimmen. Vergl. 
hierzu die Ausführungen in § 13. 
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Wird zuniichst das Moment im Punkte £ bei der Geschwindigkeit e mit 
Mus, die zugehörige Senkung mit g; bezeichnet, so ist nach vorstehendom 
Mot yat 
Mot ge 
Das Moment M; im Abstande S 2: von der Mitte des Stabes bei 
ruhender Last steht zu dem Momente M, für die Mitte (E = 0) bekanntlich 


in der Beziehung: М Maat E). 


68) 


Aehnlich ist yo, = Yoo (1— Ў gomiifs Gleichung 1). Führt man dieso 
Wortho in 68) ein, indem man zugleich % (was von Yow nur in der Be- 
zeichnung verschieden ist) nach 58) dureh Y ausdrückt, so ergiebt sich das 
Verhültnifs des Momentes A, in dem beliebigen Punkte & bei der Geschwin- 
digkeit e zu dem gröfsten Momente Myo bei ruhender Last: 


69) -A ہے‎ Y Gof'w. 


Diese Gleichung liefert in Verbindung mit den Tabellen und Curvon 
für Y die Zahlenwerthe des gesuchten Momentenverhiiltnisses (das wir kurz 
mit ЛГ bezeichnet haben, da es auch als ein Moment, gemessen mit der Bin- 
heit Moo, aufgefafst werden kann) für alle Punkte des Stabes in höchst ein- 
facher Weise. Durch Auftragen der Ergebnisse würde leicht ein anschauliches 
Bild des Vorlaufes von М zu gewinnen und zugleich der Ort des Grülst- 
werthes, sowie der letztere selbst zu finden sein. Wir müssen, um die vor- 
liegendo Abhandlung nicht allzu weit auszudehnen, die Durchführung dieses 
Gedankens dem Leser überlassen und uns mit einigen Bemerkungen über die 
wichtigsten Eigenschaften der Function M begnügen. 

Kine allgemeine Vorstellung von dem Verlaufe dieser Größe ergiobt sich 
schon aus der Erwägung, dafs man die Höhen der betreffenden Curve erhält, 
wenn man die Höhen der Curve Y in dem Verhiiltnifs 1: 1— Е? vergrößert 
und dabei beachtet, dafs der Ausdruck 1— E? die Höhe einer zur Stabmitte 
symmetrischen, durch die Stützpunkte gehenden Parabel darstellt. In der 
Mitte (ë= 0) haben die Curven М und Y die gleiche Höhe und Neigung 
gegen die $-Achse; denn aus 69) folgt mit 8— 0 

dM ау 
M = Y und dE UAE 

Nahe der Mitte entfernen sich die Curven nur wenig von einander, da 
1— mit wachsendem + Е sehr langsam abnimmt. Wenn Y seinen gröfsten 
Werth in nicht zu beträchtlichem Abstande von der Mitto erreicht (d.h. wenn. 
€ nicht sehr klein ist), so gilt das gleiche auch für M. Der Scheitel der 
zugehörigen Curve liegt dann um ein geringes Маз weiter gegen den niich: 
sten Stützpunkt hin, als der Scheitel der Curve Y. So erreicht 2. B. Y für 
a= 20 seinen Grüfstwerth 1,31 mit E= 0,1, während M bei ë= 0,2 am 
grófsten, und zwar = 1,33 wird. Der gemeinschaftlicho Werth von М und Y 
in der Mitte ist 1,274 (s Abb. 16 u. Tab. III. Diese drei Zahlen weichen 
also nur wenig von einander ab. Bei größeren Werthen von « wird der 

ge 
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Unterschied so gering, dafs er für die Zwecke der Anwendung unbedenklich 
vernachlässigt werden kann. 

Der weitere Verlauf von M in größerem Abstande von der Stabmitte 
ist leicht zu verfolgen. Ueberall, wo Y kleiner ist, als bei ruhender Last, 
gilt dies auch für M, wie die Einsetzung des Werthes von Y aus 61) in 69) 
lehrt, Wo Y Null wird, verschwindet M ebenfalls, so lange &°<1 ist; die 
Curven Y und М haben also (bei «> 1) gemeinschaftliche Sehnittpunkte mit 
der Stabachse, Daraus folgt, dafs die Zahl, Länge und Vertheilung der Wellen 

` für Y und M die gleiche ist. Nahe dem Ende des Stabes wird die Wellen- 
lünge so klein, dafs die bildliche Darstellung der Curve auf Schwierigkeiten 
stofsen würde; die Ausrechnung bleibt aber immer durchführbar. 19) Sie ver- 
einfacht sich sogar noch, wenn ё so grofs wird, dafs das erste Glied auf der 
rechten Seite von 591) gegen das zweite vernachlässigt werden darf, da dann 
die Natur der Curven Y und M lediglich von der in § 4 eingehend unter- 
suchten Function т abhängt. Die Grenze, von welcher ab dies zutrifft, kann 
etwa bei Ë = 0,98 angenommen werden. Diesem S entspricht der Werth 
w= 9,8, wofür Cof w = 5,04 und Je" 4,99 ist. Man begeht daher nur 
einen geringen und bei noch weiter wachsendem Š immer kleiner werdenden 
Fehler, wenn man Gof % durch ў e^ ersetzt. Hiermit wird nun nach vor- 
stehendem für Punkte in der Nühe des Endauflagers 


10) MEC айл, 


ў © für a>; 
т бе К 
- 5 REE fira=1; 
mm eg 
y 2 


Diese Gleichungen können nicht nur zur zahlenmiülsigen Berechnung 
von M dienen (wobei — «17, у aus Tab. II zu entnehmen ist), sondern lassen 
auch den Verlauf von М mit wachsendem w unmittelbar erkennen, Aus der 
zweiten und dritten folgt nämlich, dafs M bei e = 1 stets wächst und un- 
endlich grofs wird für S 1 oder то = со. Die erste Gleichung dagegen 
lehrt, dafs M, wenn « > 1 ist, bei zunehmendem % abwechselnd positive 
und negative Werthe durchläuft, deren absolute Größe ebenfalls fortwäh- 
rend zunimmt. Am deutlichsten tritt dies hervor, wenn man w um ж:Ё 
wachsen lüfst; dann bleibt sin Ww der Grófse nach ungeündert, wogegen e” 
in eoe =. eent übergeht. Die Ordinaten ähnlich liegender Punkte der 
auf einander folgenden Wellenhälften der Curve M stehen also zu einander 
in dem unveränderlichen Verhältnisse ek; 1. 

Die Gleichungen 70) ergeben M zunächst als Function von % Unter 
den bei ihrer Ableitung hinsichtlich der letzteren Größe gemachten Voraus- 
sotzungen ist nun aber 

11) E=1—2", 


19) Vergl. $ 12, Fufsnote 18. 
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Hieraus ergiebt sich leicht, dafs im Fall «=> 1 bei Darstellung yon M 
als Function von ë die Lünge zweier auf einander folgenden Wellenhilften. 
in dem unveründerlichen Verhältnisse e-?7:*:1 steht. Die Curve М ist also 
bei « > 1 eine Wellenlinio, deren Wellenhöhen eine steigende und deren 
Wellenlängen eine fallende geometrische Reihe bilden. 

Dieses Ergebnifs ist insofern ein auffallendes, als das unbegrenzte An- 
wachsen der Biegungsmomente gegen das Ende des Stabes hin auch ein eben 
solches Anwachsen der Spannungen und damit den Bruch des Stabe 
Folge haben müfste, was der Erfahrung widerspricht. Dio Erklärung hierfür 
wird im $ 15 gegeben werden. 


814. Anwendung. 


Wie aus den bisherigen Untersuchungen hervorgeht, spielt die Größe с 
bei der Bestimmung der Bahn der bewegten Masse eine entscheidende Rollo. 
Es wird daher, wenn es sich um Anwendung der Ergebnisse handelt, in erstor 
Linie zu ermitteln sein, welche Werthe diese Grösse in der Wirklichkeit an- 
nehmen kann. Nach $ 1 stellt sie das Verhiiltnifs zweier Längen dar, nüm- 
lich der Höhe 2h, wo h = ee, und der Senkung y, der Mitte des Stabes 
bei der Gesehwindigkeit Null unter dem Gewicht G der bewegten Masse, und 
zwar ist yọ — ОВ: 6 ЮГ Ist die Anordnung des Trägers und dio Grüfso 
dieser Masse gegeben, во hängt a nur noch von der Geschwindigkeit e ab 
und ist dem Quadrate derselben umgekehrt proportional Dagegen ist e ganz 
unabhängig von der Größe P, d.h. von dem auf die Masse einwirkendem 
Gesamtdruck, welcher mithin auf das Verhältnifs der Senkungen ein und 
desselben Punktes bei bewegter und bei ruhender Last keinen Einfluls übt. 
Aendert sich P, so ändern sich die Höhen der Senkungslinie für ruhende Last 
und die zugehörigen Höhen der Bahn der bewegten Masse in demselben Ver- 
hültnisse, Vorausgesetzt ist dabei aber. dafs eine solche Aenderung nicht 
etwa eintritt, wihrend sich die Masse über den Stab hin bewegt. 2 Diese 
Bedingung ist jedenfalls erfüllt einmal, wenn der ganze über den Stab be- 
wegte Kürper eine einzige starre Masse bildet; sodann aber auch, wenn der- 
selbe aus zwei Massen bosteht, von welehen die eine unmittelbar auf dem 
Stab, die andere dureh Vermittlung einer Feder von unendlich grofser Biog- 
samkeit auf der ersten ruht. Es sind dies offenbar zwei Grenzfülle, denen in 
dor Anwendung ein Fahrzeug mit sehr wenig wirksamer und ein solches mit 
möglichst vollkommener Federung wenigstens annähernd entsprechen würde. 
In beiden Füllen ist P das auf ein Rad treffende Gesamtgewicht. G da- 
gegen ist verschieden, nämlich im ersten Fallo — P, im zweiten gleich dem 
Gewichte des ungefederten Theiles von P. Da die Wirkung auf den Träger 
jedenfalls um so stürker wird, je größer P und G, so sind für die Zahlen- 
werthe dieser Gröfsen bei Kisenbahnbrücken die Gewichte der schwersten 


20) 8.8 1, Bemerkung zu Gl. 3). 
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Locomotiven und ihrer Theile (Rüder, Achsen, Achsbuchsen und Zubehür) 
malsgebend. Zur Zeit kann demgemiüls etwa gesetzt werden 


boi fehlender Federung bei vollkommenor Federung 
P=8t; P=8t; 
G= 8t = P; аі. 


Hiernach ist y, bei mangelnder Federung gleich der Durchbiegung 
unter voller, ruhender Last und viermal so grofs, als bei vollkommener 
Federung. Umgekehrt ist « im letzteren Falle viermal so groß, als im 
ersteren. Wir können daher den einen Grenzwerth von а mittels derselben 
Zahlenwerthe bestimmen, die zur Berechnung der Tragfühigkeit des Stabes 
dienen, und daraus den andern Grenzwerth dureh Vervierfachung ableiten. 
Um dies auszuführen, bezeichen wir dio Triigorhóho mit æ und die Biegungs- 
spannung im äufsersten Querschnittspunkte mit о. Dann ist die Festigkeits- 
bedingung für den Stab: 

x P 2J 
72) T emer 

Setzt man dies in Gleichung 3), indem man nach vorstehenden Aus- 
führungen zunächst G — P annimmt, so wird für den Fall eines unge- 
foderten Fahrzeuges 

ge gl 
2, е Eë 3 ga E 
Wy IM ACA 

67 Вав 

und für ein Fahrzeug mit vollkommener Federung 


E 
14) а, = Фа, = 6 E аз 


78) = 


also unabhingig von der Lünge des Stabes. Trotzdem gelten die 
Gleichungen 73) und 74) aber nieht für alle beliebigen Stützweiten; denn 
os ist ja vorausgesetzt, dafs sich immer nur eine Einzellast auf dem Träger 
befinde, und dies trifft in der Wirklichkeit nur bei mälsigen Weiten — 
höchstens bis ungeführ 4 m — zu. Demgemüls liegt auch а innerhalb engor 
Grenzen, etwa zwischen 30 und 50 em, sodals es zur Erlangung einer all- 
gomeinen Uebersicht genügt, nur einige wenige Werthe von a in Rechnung 
zu stellen. Die Grössen X und о können für diesen Zweck als gegeben und 
unveränderlich zu rund 2000 t und 0,6 Учет angenommen werden; ferner 
ist, wie bekannt, g == 981 em. Da in allen diesen Zahlenwerthen als Lüngen- 
einheit das Centimeter auftritt, so mülste eigentlich auch die Geschwindigkeit e 
in Centimetern für die Secunde ausgedrückt werden; die hierdurch bedingten 
grofsen Zahlen für с lassen sich vermeiden, wenn man e = 100 € setzt, wo 
nun С die Geschwindigkeit in Metern für dio Sekunde bezeichnet. 
Hiermit ergiebt sich abgerundet 


75) ац = 500 o und @ = 2000 б re 
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Mit Hilfe dieser Gleichungen lassen sich die in S 10 und S 12 er- 
örterten Tabellen und bildlichen Darstellungen am zweekmüfsigsten in der 
Weise für die Anwendung nutzbar machen, dafs man aus 75) die Gesehwin- 
digkeiten berechnet, die den Werthen von « entsprechen, welche jenen 
Tabellen und Darstellungen zu Grunde gelegt sind. Hiernach ist dio 
Tabelle IV unter Annahme der Trügerhóhe а zu 30, 40 und 50 em ange- 
fertigt. Daraus ergiebt sich, wenn man eine Fahrgeschwindigkeit von 100 km 
als obere Grenze ansieht, der kleinste überhaupt in Betracht kommende Werth 
von a mit а = 30 em bei ungefedertem Fahrzeug zu 20 und bei vollkom- 
mener Federung zu 80. Da die Lagerung des Fahrzeuges auf den Achsen 
in Wirklichkeit nie ganz starr ist, so dürfte man mit а = 40 als unterem Gronz- 
werthe ganz sicher gehen. Dann liegt der tiefste Punkt der Bahn, wie Abb. 15 
lehrt, schon so nahe bei der Mitte und werden die Schwingungen so klein, 
dafs man für alle Fahrgeschwindigkeiten von weniger als 100 km unbedenk- 
lich die Bahn als eine zur Mitte symmetrische Curve betrachten, also den 
Einflufs der Geschwindigkeit auf die Beanspruchung aus der Senkung der 
Stabmitte berechnen kann.” Dor hierfür malsgebende Werth von Y lüfst 
sieh nun mit grofser Annüherung dureh die Gleichung 

3,97 4 
a—11,5 12 
ausdrücken. Danach wird die kurz mit V bezeichnete grölste verhültnils- 
müfsige Zunahme der Senkung oder die ebenso große Zunahme des 
Biegungsmomentes und der Beanspruchung: 


76) У„=1+ yy oder genau genug durch Y, == 1 + e 


1 
71) y- E (Bed.: «> 40) 
Diese Formel liefert beispielsweise 1 
für . am 40 60 80 100 120 co 
Te, Yis Yir KO Yer Чо 


= 0,428 0,0836 0,0088 0,0455 0,0370 0 

Der genaue Werth ist 0,1394 0,084. 0,0592 — 0,0454 00366 0 

also der Fehler = + 0,0084 — 0,0010 — 0,0004 4-0,0001 -+ 0,0004 0. 

Die grüfste praktisch in Betracht kommende Zunnahme beläuft sich hiernach. 
auf rund 14 v. H. des Werthes für ruhende Belastung. 


21) In dor früher (s. Fufsnote 2) erwähnten Abhandlung Glausers vom Jahre 1894 
ist der Kinflufs der Federung nicht berücksichtigt und deshalb « viel zu klein in Rechnung 
gestellt. Die von Glauser geüufserte Meinung, dafs für den gefodorton Theil des Way 
kein Anlafs vorliege, eine andere Bahn zu beschreiben, als für die ungefederte Masse, ist 
offenbar irrig; denn auf den erstoren wirken Schwerkraft und Fedordruck in ontgogengosetztem, 
auf dio letztero aber in gleichem Sinne. Es ist ja gerade der Zwock der Federung, dio 
Bahn des Obertheiles gegen die des Untertheiles abzuflachen. 
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$15. Sehlufsbetrachtung. 


Die vorausgegangenen Untersuchungen haben gezeigt, dafs bei Ge- 
schwindigkeiten, wie sie im Kisenbahnbetriebe vorkommen, der Lastpunkt 
seine tiefste Lage ziemlich nahe der Mitte des Trägers (und zwar stets etwas 
hinter derselben) erreieht, und dafs auch das Biegungsmoment in der Niihe 
dieser Stelle (nur wiederum etwas dahinter) einen. Grófsewerth besitzt. Weiter 
naeh dem Ende zu nehmen die Senkung und das Biegungsmoment wieder 
nb; beide Grófsen werden dann Null und sogar negativ. Hier zeigt sich 
eine Lücke in der Lösung der Aufgabe, denn die angestellte Rechnung be- 
ruht auf der Voraussetzung, dafs die bewegliche Masse stets mit dem Stabe 
in Berührung bleibe; wenn sie nun aber beim Durehlaufen ihrer Bahn in 
eine Lage kommt, wo eine solehe Berührung die Durchbiegung des Stabes 
nach oben erfordern würde, so muls offenbar eine Trennung, ein Abheben 
stattfinden, da ja eine auch nach oben hin wirksame Verbindung zwischen 
der Last und dem Stabe nicht besteht. Die Abbildungen zu $ 12 lehren 
jedoch, dafs durch diesen Umstand nur ein kleiner Theil der Bahn beein- 
flufst wird, dessen Länge sowohl, als auch dessen Erhebung über die Auf- 
lagerwagerechte nach Abb. 15 schon bei а == 40 fast verschwindet. 

Hier könnte nun die Frage angeknüpft worden, wie es denn überhaupt 
möglich sei, dafs die in wagerechter Richtung auf den Stab gelangende Masse 
nachdem sie anfünglich in gekrümmter Bahn herabgesunken ist, sich spüter 
über die Auflagerwagerechte, erheben könne, und woher die Arbeit stamme, 
die zu dieser Hebung nöthig ist. Pals weder die Schwerkraft, noeh der 
elastische Stab jene Arbeit geleistet haben kann ist klar; es mufs also eine andere 
Quelle dafür vorhanden sein, die allerdings nicht ohne weiteres ersichtlich ist, 
Die Antwort ergiebt sich aus folgender Betrachtung. Unter den grundlegenden 
Annahmen befindet sich auch die, dafs die wagerechte Geschwindigkeit e unverän- 
derlich sei, Das ist bei wagerechter Bahn gleichbedeutend mit der Annahme, 
dafs der Masse weder Arbeit zugeführt, noch entzogen werde, setzt aber bei 
fallender oder steigender Bahn umgekehrt das Hinzutreten einer negativen 
oder positiven Arbeit voraus. Die zwischen zwei gleich hoch liegenden Punkten 
einer abwechselnd fallenden und steigenden Bahn aufzuwendenden Arbeits- 
mengen tilgen sich nur dann, wenn auch die Riehtung der Bahn in beiden 
Punkten die gleiche ist. Im vorliegenden Falle ist diese Bedingung nicht 
erfüllt, denn die Bahn schneidet die Auffahrtsrichtung; der wagerechten 
Geschwindigkeit e entspricht am Schnittpunkte die gröfsere Geschwindig- 
keit v in der Richtung der Bahn. Das Arbeitsvermögen der Masse ist im 
Augenblicke des Auffahrens } me’, beim späteren Schneiden der Auffahrts- 
richtung dagegen } m v^, also größer. Der Unterschied mufs, wenn с immer 
denselben Werth behalten soll, von aulsen zugeführt werden. Die Quelle 
dafür ist das Arbeitsvermögen der Locomotive, und dieser entstammt auch 
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die Arbeit, die zum Heben der Masse über die wagerechte Auffahrtsrichtung 
hinaus erforderlich ist.) 


Mit Vorstehendem hängt ein anderes, befremdendes Ergebnifs zusammen, 
das schon in 8 13 besprochen wurde, niimlich der Umstand, dafs uns dio 
Rechnung auf ein starkes, theoretisch sogar unbegrenztes Anwachsen der 
Biegungsmomente gegen das Ende des Stabes hin geführt hat. Auch diosos 
entspringt aus der Annahme eines unveränderlichen e; denn da die Bahn 
nach dem Ende zu die Auflagerwagerechte unter immer grüfseren. Winkeln 
schneidet, so wächst an diesen Stellen der Unterschied zwischen e und v 
fortwährend, Damit wachsen auch die Arbeitsmengen, die der Masso m von 
aufsen zugeführt werden müssen, wenn с immer dieselbe Grüfso behalten 
soll. Der Wechsel zwischen ўме? und Jas? muls aber mit um so grölseren 
Kraftüufserungen verknüpft sein, je kürzer die Wegeliingen sind, auf denen 
diese Aenderungen des Arbeitsvermögens stattfinden. Da nun die Auf. 
lager des Stabes vollkommen starr angenommen wurden, so müssen die 
Schwingungen der Masse — und damit auch jene Wegelüngen — zuletzt 
unendlich klein, die Kräfte also unendlich grofs gefunden werden, Das 
Nichteintreten derartiger Kraftwirkungen erklärt sich daraus, dafs weder die 
Stützung des Stabes, noch die Masse selber eine vollkommen starre, und 
dafs der Stab nieht nur einer elastischen Biegung, sondern auch ebensolchen 
Zusammendrückungen (in der Richtung seiner Höhe) unterworfen ist. 2% 
Diese Formünderüngen sind im allgemeinen sehr klein im Vergleich zu den 
durch die, Biegung veranlalsten Senkungen der mittleren Strecke des Stabes 
und können daher gegen dieselben vernachlässigt werden. Für die nahe 
den Stützpunkten gelegenen Theile des Stabes gilt das nicht mehr; und an 
den Stützpunkten selbst sind die aus der Biegung ontspringenden Form- 
änderungen sogar unendlich klein gegenüber denjenigen, die sich aus den 
anderen, eben erwiühnten Ursachen ergeben. Der Anfang der Bahn wird 
(aus leicht ersichtlichen Gründen) hierdurch nicht beeinflufst, wohl aber das 
Ende, dessen genauere Bestimmung also die Berücksichtigung jener Neben- 
umstände erforderlich machen würde. Sehon die Einführung einer elastischen 
Stützensenkung verwickelt aber die Aufgabe so, dafs wir vorläufig. von der 
Untersuchung des Einflusses einer solchen Senkung Abstand nehmen. Schon 
aus den vorliegenden Ergebnissen lüfst sich wenigstens so viel ersehen, dafs 


22) Wiiro die bewagliche Masso nicht ein Eisonbahnfahrzeug, sondern ein abgofouortos 
Goschofs, so würde die Bedingung, dafs e unveränderlich sei, nicht mehr strong erfüllbar, 
aber in Wirklichkeit doch mit großer Annäherung erfüllt sein und dio vorliegende Untor- 
suchung umsomehr brauchbare Ergebnisse liefern, wenn in dem betreffenden Fall « Z 1 
wire, da dann oin Abprallen nach oben nicht stattfindet, 

23) Wenn oben gesagt wird, dats dio bewegte Masse selber nicht vollkommen starr 
soi, во soll sieh dies nicht auf den Kinfluts dor im $ 14 erörterten eigentlichen Federung, 
sondern auf den unterhalb der Federn liogenden, sogenannten ungefederton Theil des Fahr- 
zougos beziehen. Auch dieser ist kein vollkommen starrer Kórpor, sondern theils elastischen, 
theils bleibenden Formänderungen (Oborflächenvordrückungen) unterworfun. 
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das Abfahrtsende des Stabes und die zugehürige Stütze bei sehneller Fahrt 
eigenthümlichen, stofsartigen Beanspruchungen ausgesetzt sind, deren Grenze 
um so höher liegt, je starrer die Stützung und das Gefüge der an die Lauf- 
flächen angrenzenden Massentheile (Fahrschienen und Radkranz) ist. 
Leichter als der Einfluſs der Stützensenkung lüfst sich derjenige des 
Spieles der Federn zwischen dem Unter- und dem Obertheil des Wagens 
berücksichtigen. Da indes die hierzu erforderlichen mathematischen Ent- 
wieklungen einerseits einen bedeutenden Raum beanspruchen, und anderseits 
in mancher Beziehung ein selbständiges Interesse bieten, so behalten wir uns 
vor, in anderem Zusammenhange auf diesen Gegenstand zurückzukommen. 


` В, 
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Tabelle I. Werthe von &= Tang ee und о=1: бојао. (S. $ 4) 


e 


0,0000 


0.2658 d 0.99933 


0,03662 


0,0997 
0,1974 
0,2913 
0,3799 
0,4621 
0,5370 
0,6044 
0,6640 
0,7163 


0,2413 | 099915 
0,2189 0,99955 
01985 0,99963 
0,1800 0,99970 
0,1631 0.99975 
0,1477 0,99980 
0,1338 | 0.00983 
0,1212 0,99986 
0,1097 0,99989 


009314 
0,02998 


0.02222 


0,02010 
0.01819 
0,01646 
0.01489 


0,7616 


0,0093 0.99991 


0,01348 


0,8005 
0,8337 
0,8617 
0.8854 
0,9051 
0,9217 
0,9354 
0.9468 
0,9562 


0,0899 0.99993 
0,0814 0,99994 
0,0737 0,99995 


0,0667 0,99996 
0,0603 0,99997 
0,0546 | 0,99997 
0.0491 0.99998 
0,0447 0,99998 
0,0405 | 099999 


0,01219 
0.01103 
0.00995 


0.00903 
0,00817 
0,00740 


0,00669 
0,00606 
0,00548 


0,9640 


(Die Grófsen ë und ¢ sind in Abbildung 6 auf Tafel I durch Curven dargestellt.) 


0,0366 | 0,99999 


0,00496 


er 
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Tabelle II. (S. $ 10) 


A. Werthe von у= ү. 


=f und —7 т für a < 1. 


a = 001 0,05 0,10 0,80 0,50 0,60 

y = 0000 — 09747 0,9487 — 08307 ой 0,6325 
um 

Е A = 0,0201 01018 0,056 066650 1,2508 1,0882 

D - 070 080 090 0,95 0,98 0,99 

Су — 0577 — 04472 озо 0,2236 01414 0,1000 
wi 

-t 75 — 21548 — 2043 4,707 67502 10930 10088 


В. Werthe von y=Va—1=k und —7 т füra>l. 


D 1,01 1,05 1,10 1,20 1,30 1,40 
y = 0,1000 0,2236 0,3102 0,4472 0,5477 0,6325 
m 
— 2 m = 15,828 7,2905 5,3381 40235 3,4780 3,1704 
D - 1,50 1,70 1,90 2,00 3,00 5,00 
y = 0,7071 0,6367 0,487 100 1,4142 20000 
25 
Ubi *. — 29700 27195 25036 255041 2,1431 1,0938 
? 
“ 75 10 15 20 30 40 
7 2,495 зю 3,7417 483580 5,8850 62450 
— va 1,2608 0,0407 wem 0,8000 близ 004420 
“ = 50 60 70 80 90 100 
y = 70000 76811 — 83000 88882 04310 99499 


0,01832 0,00847 0,00399 0,00195 — 000103 000054 


(Die Tabollenworthe sind in Abbildung 11 und 12 auf Tafol П durch Curvon dargestellt.) 


Tabelle Ш. Werthe von Y, gg (em-e) und = Tang we. (S. $ 12). 


0,0003 0,0023 0,0079 0,017: M 0,0393 0,0490 
0,0014 0,0112 0,0373 0,1832 0,2275 
0,0026 0,0210 0,0698 0,3369 0,4160 


0,0090 0,0703 0,2267 767! | 0,9641 1,1443 
0,0128 0,0986 0,3087 А 1,1611 1,3245 
0,0163 0,1220 0,3672 0,7020 1,0195 ў 1,2743 


0,0188 0,1367 0,3956 0,7381 0,9879 1,1394 
0,0197 0,1418 0,4026 0,7167 0,9625 05 1,0843 
0,0202 0,1443 0,4053 0,7133 | 09481 


0,0206 0,1458 0,4066 0,7106 0,9394 1,0203 
0,0208 0,1467 04074 | 07067 09394 | 10126 
0,0219 0,1512 0,4096 0,6975 0,9060 0,9781 


(Y, ist auf Tafel III und IV in Abbildung 13 als Function von &, in den Abbildungen 14 bis 21 als Function von & dargestellt.) 
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Tabelle IV. Werthe von Gy EE V ZS (8 819. 


Bemerkung. Die Geschwindigkeiten C, und C, sind durehweg in Secundenmetern, und nur soweit die betreffenden 
Werthe die Grenze 200 nicht überschreiten, auch in Stundenkilometern angegeben. 


Trügerhühe a — 30 cm. Trügerhóhe а = 40 cm. Trägerhöhe a — 50 em. 
Fahrzeug Fahrzeug Fahrzeug 
See | vollkommen gef. ungefedert | vollkommen gef. ungefedert vollkommen gef. 
| 0, б | C, 


ч v 1 d a 


km/st km/st | m/sec | km/st | m/ m/sec | km/st | m/sec | km/st 
500 1000 
447 


W Y ša 


Abb. 6. Darstellung von F- Yang mund 0-7; 4/7. 
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Zimmermann, Schwingungen eines Trägers 
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Wilhelm Ernst u. Sohn, Berlin. В Cisevius gest 
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Abb. u. Darstellung von у-И und FW fiir ae n Abb.12. Darstellung von y-JY2; чпа fir as 
18. Tabelle П) (S Tabelle E) 
a-o Я Б en — o ad 2 2 E ю. о = зо so во = A 
Su НЕ 
D D E Н aor 
Ва 
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is E 
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Zimmermann, Schwingungen eines Tragers 
mit bewegter Last. Wilhelm Ernst u. Sohn, Berlin. В Gisevrus gest 
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й Abb. 13. Darstellung von TT («И m) als Function von a. Tafel Ш. , 
(S. Tabelle. Ш) 
oz 
as 
as 
as 
10 
Н 
= 
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